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D croomrer que k z.itntixt du cctdc n’cft point i ft drcottlcreooe 
ramme uji nofnbrc enuer i bn numbre t niter f c cfi li uaecbo* 
fc, dont tes gcanwires lie Jenffif gue res furpra On conooir Its 
nombm de Ics rapports trouves par . Irthiw. .// f par Mrfint 

etc. dc roemc qu'un grand nombre & faifc* inFJnwrs , qui foufes ie 
npportem - Is quadrature da ccrcle. lit fi U fomme dc tes fanes eft 
urn quantile raiionclk , on don after, narurdkmern conduce, t;tt*cl!c 
fen ou un nombre eirier, «qnnc fraction ire> f:mt>k + Car, s*il y fal- 
low one ftt&jori fort compose , quelk ratfun y nurojc- il , pourquoi 
pimdr relic qtic fclli; nUEfc quekcmque? t 'ell airrlij p^r exempt que 
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donne 1'aire du cercle, lorsque le diametre eft ™ t. II femble done 
que, fi cette fortune etoit rationelle, elle devroit ^galement pouvoir 
£tre exprimee par une fradtion fori firnple, telle que feroit ^ ou \ &c. 
En effer, le diametre etant — i , le rayon — 4 > le quarre du rayon 
“ ? , on volt bien que ces expreilkms etant suit fimplcs, ellcs n’y 
mettent point d’obftacle. E< comme il s’agit de tout le cercle , qui 
fait une efpece d’unire, & non de quelque Secfeur, qui de la nature 
demanderoit des fractions forr grandes, on voii bien, qu’encore a cet 
£gard on n’a point fujer des’acrendre d une fradlion fort compofee. 
Mats comme, apres la fraction y* trouvee par drehimede , qui ne don- 
ne qu’un a peu pres, on paffe a celle de Mctius^ |^-f, qui n’eft pas non 
plus exade, & dont les nombres font con fiderablement plus grands, on 
doit etre fort porte a conclure , que la ibmme de cette fuite , bien loin 
d'etre egale a une fradion fimple , ell une quantite irrationelle. 


§. 2 . Quelque vague que foit ce raifonnement, il y a n^an- 
moins des cas ou on ne demande pas d’avantage. Mais ces cas ne 
font pas celui de ta quadrature du cercle. La plupart de ccux qui s’ar- 
tachent a la there her , le font avec une ardeur, qui les entraine quel- 
que fois jofqu’a revoquer cn dome les verites les plus fondamcntales 
& les mieux ccabiies de la geomttrie. Pourroit-on croire , qu’ils fe 
trouveroient fatisfaits par ce que je viens de dire? II y faut toute au- 
tre chofe. Et s’agit -il de demomrer, qu’en effet le diametre n’eft 
pas a la circonference comme un nombre entier a un nombre entier, 
cette dcmonilration doit etre fi rigide, qu’elle ne le cede a aucune 
demonllrarion geom&rique. Et avee tout cela je reviens a dire, que 
les geomdrres n'en feronr point .(urpris. Ils doivent etre accoutumls 
depuis longtems a ne s’attendre a autre chole. JVlais void ce qui 
meritera plus d’artention, & ce qui fera une bonne partie de ce Md- 
moire. 11 s’agit de faire voir, que toutes Us fois qnun arc de cercU 
■quelconque eft c omm enfurable au rayon , la tangente de cet arc lui eft in - 

com- 
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commenfurable \ & gut r&dproqucment , toute tangeittc commenfurable 
tt'ejl point cel/e d'un arc common/ arable. Voila de quoi etre un pea 

plus furpris. Cei enonce paroiflbit devoir admettre une infinite de- 
ceptions , 6 c il nen admec aucune. - 11 fait encore voir ju (qua quel 
point les quant ites circulates traofcendentes font tranfcendentes, 6 c 
reculees au dela de toute commenfurabilitd Comme la dimonllration 
que je vais donner exige toute la rigueur g£ometrique, & qu’en ou- 
tre elle {era un ritifu de quelques autres theoremes , qui demandent d’e- 
tre demonrres avec tout autant de rigueur, ces raifbns m’excufcronr, 
quand je ne me haterai pas d’en venir & la fin, ou lorsque chemin fai- 
fant je m’arrcterai a ce qui fe prefentera de remarquable. 

§. 3 . Soil done propo(e un arc de cerde yudeonyue, mars 
commenfurable au rayon: 6 t il s’agit de trouver, Jt cet arc de cerch /era 
en me me terns commenfurable a fa tangent e ou non? Qu’on fc figure 
pour cet eftet une fraction telle, cue Ton numerateur foit 6 gal a 1 ’arc. 
decercle propo(e, 6 c que (bn denominateur {bit egala la tangenrcdccct 
arc. Il eft clair que, de quelque maniere que cet 3rc & fa tangewc fbient ex- 
primes, cette fradlion doit etre egale * une autre fra&ion, dont le tiume- 
rateur 6 c !e denominateur feronr des nonabres entiers, routes les fois* 
que 1 ’arc de cercle propofi; (e trouvera etre commenfurable a fa tan- 
genre. 11 eft clair aulli que ceue feconde fra&ion doit pouvoir etre 
deduite de la premiere, par la memc merhode, dont on fe fert en 
arithmetique pour reduire une fraction a (on moindre denominateur. 
Cette methode etant connue depuis EucliJc , qui en fait la a me prop, 
de (on 7 ,ne f.ivre, jc ne m’arreterai pas a la demontrer de nouveau. 
Mais il convicnt de remarquer que, tandis que EucliJe ne I’appliquc 
qu’a dcs nombres entiers 6 c rationcls, il faudraque jc m’en ferve d’une 
autre fa$on, lorsqu’il s’agit d’eti faire I’applicarion a desquantires, dont 
on ignore encore ii dies ferom rationelles ou non? Void done le pro- 
cMe qui conviendra au cas dont il eft ici queftion. 


que 


§. 4 . Soil le rayon t , un arc de ccrcte propofe quclcon- 

t». Et on aura les deux fuires infinies fort connues 

LI 5 


fin 



# 268 # 


1 i r *■- 

fin y “ t» i> 3 -{- v * & r 4- &c, 

2.3 2. 3.4.5 2. 3.4. 5.6.7 

eofV zz 1 — - + — - — t' 4 — * * t® -I- Sic* 

2 2-3-4 -■ 3* 4- J- 6 

i> 

Comme clans ce qui fuivra je donnerai deux fuires pour Ihyperbole qui 
ne diftcrerom de ces deux qu’en ce que tous les fignes font pofitifs, je 
differerai jusques-ladedemontrer la loi de progrellion de ccs fuites, & 
encore ne la dcmontrerai- je que pour ne rien omettre de rout ce que 
demantle la rigueur geometrique. 11 fufTit done d’en avoir averti les 
Letfeurs d’avance. 


§.5. Or comme il efl 

Gn v 

Iang " = ; s>* 

nous auronSj en fubftituam]ces deux £aires, 


tang v 


I , . 1 

v 3 -f v 

2. 3 2. 3. 4. 5 


1 — 1 v* 


2 - 3 - 4 


}e la poferar pour plus dc brievetd 

A 

iang v ZZ 
dc ibrtc qu’il foie 

A ~ Gn v y 
B ZZ cof v . 

Void matnrenant le procede que preferir Euclide. 


§. 6. Ondivife B par A; foir le quotient ZZ (X le refidu ZZ R'. 

On divife A par R'j fbit le quotient zz Q^, le rtSfidu ZZ R y/ . 

On divife R' par R"; foit le quotient ZZ Q^ v , le refidu zz W f/ . 

On divile R // par R /// j foil le quotient z z Q^, le refidu ZZ R /y . &c. 

de 
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de force qu’en continuant ccs divifions, on crouve fucceflivemcnt 

IcsquotiensC&QVQi" Q“,Q! +, ,Q* + ’- • - - &c. 

les refidus R', R", R'" R", R“ + ', R ,,+1 &c. 

& it eft clair fans que j’en averrifle, que !esexpof<ms », » + 1, » -f 2 6cc. 
ne fervent qu a indiquer le quantiemc quotient ou refidu eit celui ou 
i!s fe trouvent marques, Ce qui £tant pofe, voici ce qu it s’agit de 
demon: rer. 

§. 7. En premier lieu, non feuh-mevt que la divificn pent etre 
continues fans fin , mail que les quotient fuivront unc hi it is (imp!-: en 
ce qtf il fern 

Ql — —}— i : tv 

Q" — 3 : t', 

Q w/ = -h 5 : *V 

Q /K ZZ — 7 : v % 6 cc. 

£y en gtniral 

Q* III ZZ (2 n — 1) : £', 

ou] le figne — f- eft pour Pexpofmt n pair , lefigne — pour l' expo font 
n impair , £?* que de la forte on aura pour la tangents exprimee par 
Parc la frail ion continue trls fimple 

1 

tang v “ 

lie — 1 

3 : v — 1 

5 : v • — - 1 

7 ; v — 1 

5 : v • — ■ &c, 

§. g. En fecond lieu, que les refidus R', R", R /,v &c. feront 
exprimes pur les fuites fuivantes , dont les loix de progrefiion font fgale- 
meat fort fimple s \ 

LI 3 R y ~ 


1 
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R' =r — v 2 -}- — - — » 4 — - — — v s &c. 

2*3 2. 3* 4 * 5 2 * 3, 4 “ 5 * 6* y 

• R" “ v s + -* - 6 - — 

2 - 3 - 4 - S * 2 - 34 i *«-7 2.3.4.5.67.8.9 

.. 2.4.6 4.6.8 „ . 6.8-IO 

R ;// — + — ■ - — r 4 1» — &c, 

2 — 7 2 9 2-.... 11 

2 4.6.8 . 4.6.8.10 6.3.10.12 

o r + — — v 9 — &e. 

2 — 9 2 11 2 13 

&c. 

de forte que fes fignes des premiers termes chan gent fuivant I'ordre qua- 
tcrnaire — - — — }— — f- , &* qucn get: fra/ il /era 

R . _ _ »*(!.»—■ •») ,.*»' I 2 " + '(l.~ ( g +0) L «+, _ &c 

I. 2 ---(2«-(-l) ' 1.2 (2n+3j 

_ R « -H__ a B+I (i.2-(tf ii)) «+, a* +> (i.a-(ifta)) «+ 4 _ 

J. 2 C 2n +3) T 1.2 ( 2 W 4- 5 ) 

— R ,+ '=+ »’‘ + ‘ 0 -«"{»+*)) lr «+l 2 " l ~'(i.i-(»+ 3 ) t .«+f . &c . 

**■ I- 2 C 2 "+y) i* 2 C 2/; +?) 

5. 9, Or pour dormer £ ta d&nonftraiion de ces iheoremes 

* 

route la bri£vet£ poffible, confid£ron$ que chaque refidu R ,i+: fe 

rrouve en diviftnr par le refidu R y qui le precede immediatemenr, 
I’anrcpenultiemc R n . Cetre confiderarion fair, que la demonftration, 
donr il s’agit peut etre parragee en deux parties. Dans la premiere il 

faur faire voir que;_/? deux ref das R n , R” ‘ qui / e fuccedent immedia- 

tement , ont la forme que je leur ai don vie , le refidu qui-fuit im- 

mediatement , aura la me me forme. Ce qui etanr une fois demontre, 

il ne relte plus que de faire voir , dans la feconde partie dc la demon- 
Oration i que la forme des deux premiers refijus eft celle quilf dot vent 

avoir. 
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avoir. Car, de cette maniere, it eft Evident que la forme.de rous les 
fuivsns s’etablic comme d’ellc * mfime. 


$, i o. Commen^ons done par di viler le premier terme du r£* 

fid a R” par le premier terme du r£fidu R”"^ 1 , afin d’avoir le quo- 
tient 


Q 


»+ 1 


») «+i a 

if 


#+i 


1.2.3 ---(a®+ 1) 

2 (« + 1 ) v 


1.2.3 


C 1 - 2 - 3 * * * C” + 0) «-t~» 

V 


(2» + 3) 


(a«+ 2 ) • (a» + 3) 


( 2 » *f 3) : v ‘ 


Et il eft clair que, le rdfidu R” +I etant mulriplie par ce quotient 

Q” + * = (a* 4“ 3) : v, 

& le produit &ant fouftrait du refiduR”, ildoitrefter le refidu R w+ \ 


§. 11. Mais afin de n’avoir pas befoin de faire cetre opera- 
tion pour chaquc terme fepar^menr & de nous borner par la a une 
fimple induction, prenons le terme general de ehacune des fuites 

qui ex primer) t les refidus R”, R” - *" 1 , R“^*, de forte qu’en prenant le 

mtienat terme des refidus R”, R* 1 "^ 1 , nous prenions !e (m — i)ri«n« ter- 

me du r&idu R" . Ce qui etant obferv£, ces termes feront 

n (m + 1) . (m -f 2) (n \m— ** * 

1. 2. 3. 4 {in -f 2m — 0 

»+r 2 n+ ". (w • (m + 1) (» + 2) (« + *) t/ M + 2W * 

f- - — — 

1. 2. 3. 4 - - - - - (2 n -{- 2 m 4 1 ) 

*+i_ 2 ** m . ((w— 1) -TO-(CT-bt) (n -f- m) - 

I ^ ■ - . 1 r ■ -11 ■ ■ . . . . 1 | 

I. 2. 3. 4 - - - - - (2» + « + l) 

Or, puifqu’il doit etre 
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(i« -4“ 3) ■■ V 


Sc qu en effet il eft 


t 9 —r 


n-H 




#i +m 


1 . (tn • 
I. 2. 3 - 

. (m - - 


■ c» 4- 

* * (2fl 4 2 )»*— l) 

(» 4 ///)) 2 til j 


3 (2;; -j- 2m -(- 1) 


2 ,3 "*’ W \ (« - - - (»tm — I )) Jl-f-sm— C f _ t 2.(» + :w )'C2«-H) 

1.2 * - - * (zrntzm— 2) (2#+2»/). (2«-f 2^+ O 

«-faw — 1 


1.2 * - - - (2«4-2ffl*-~2) (iff -{- 2/tf) , (2« + W + l) 

H”! fH // \ / 1 % / . * \ i 

2 * ({m “ 1 ) * ff/ ( wr 1 ) * * * - - (« + v T 

1T2. 3 - ..... (20 4 4 0 ’ 

& partant 


n + t 


On voir, que les refidus R T ‘,R ,;+>I ayant la forme que j: leur ai 


donnce , le refidu R B ' aura la me me forme. II tie s’agiradonc plus, 
que de sVfliirer dc la forme des deux premiers r&tdus R', R", afin d’e- 
tablir cc que cette premiere parrte dc norre demonftration avoir admis 
comme vrai en forme d’hypotbefe. Et e’eft ce qui fera la feconde 
panic de la demon ftration. 

§. f 2 . Souvenons * nous pour cet effet , que le premier r£fidu 
R' clt celui oui refte en divifint le 


cof v 


par !c 


1 , , 1 - 

1 v 2 A i' 4 

2 *■ 2. 3. 4 


1 — m 


v m * - - * &c. 


fin vzz.v — v 3 4 vS • ■ 

2*3 s- 3 - 4 * 5 


«+i 


&c. 


Or 


$ m # 

Or le quotient qui refulte de la divifion du premier terme , 
— x ; t/, on voit qu’il fera 


R' 


ccrf V 


— . fin v. 

v 


Mulripliant done le terme general du divifeur. 




1 .2. * - - - {m -|-i) 

par i iv> & (buftraiant le produit 


1.2 -j- I) 

du terme general du dividende 


. »* 


1.2 m 

on aura 1c terme g^nSral du premier refidu R/ 
./ ■■ ■ . . . 


m . t- 


I - . . - . (flr + i) 

Or (m -)- i) etant toujours un nombre impair, m fera un nornbre 
& le premier refidu fera 

2 4 

R'“ + ~ 

2 . 3 2-3-4-S 


V 


4 


* 7 


&c. 


tel que nous 1’avons fuppofo. 

§.13. Lc fecond refidu R /; refifite de la divifion de 


fin t “ v 


t' 3 + 


V s — &c.-- 


! 


2-3 2. 3.4.5 ~ 1.2 •-•(?« — l ) 

par le premier refidu que nous venons de trouver 


R'rz— 


2- 3 


r 4 -j- 


2 - 3 * 5 


l? 4 


V 7 -| 


mv 


Mm 


eiant 

t 


pair, 


m—t 

v 


. -Mem, dt t'.'lcad. Tom. XVU. 


2 


1 - - - (« f I 

Or 




Or Se quotient qui refulrc de la divifion du premier terme, £tani 
“ — 3 : v f onvoitqu’il fera 

R" ~ fin v — - . R'. 

Multipliant done Je terme general du divifeur 

Bit/ 1 * * 

*** (m f l)* 

*par — 3 : v y & fbuftra'iant le produit 

3 m r w l 

_ i (» + 0* 

du terme general du dividende 


- - Cm — i) 


m I 


le terme general du fecond relidu fera 


tn- I 


mi 


Ji 


%mv mm 


I -(« — !_) 

(m — 2 ) . m , v m ' 1 


I - - - - (« + 1) 


1 - - - ‘ (*» + 1 ) * 

Subftituant done pour m les nombres pairs, nous aurons le fecond 
refidu 


R" ~ - J-i-v’ 

2. 3.4.5 


4' S 


2 - * - 7 


V 


6 . 8 


2 - - * 9 


t/ 


&c. 


encore rel que nous I’avons fuppofe. Ainfi la forme des deux pre* 
miers reftdus erant d£montree, il s’enfuit, en vertu dc la premiere 
pnreie tie notre demonftration , que la forme de tous les r£Hdus fui- 
vans 1’eft egalement. % 


<j. 1 4. Mainrcnant i! n’eft plus neceflaire de demonrrer fepa- 
rement la loi de la progrellion des quotjens Q', Q 7 , Q 7/ &c. Car 
la loi des rendus etanr demonrree, il eft par la meme demontr£ qu’un 
quotient que Iconque (era (§. 10) 



# > 7 ; # 


_± Q" + * — (lit - 4 - 3) : v, 

CC qui , en vertu dc la rb^orie tics fractions continues, donne 


tang v ~ 


1 


I : v — r 


3 : v — 1 

$ : v — t 

7:^—1 

3 : v — 1 

1 1 : v — 1 &c. 

d’ou Ton voit cn memc terns, que toutes Us fois que Varc v fern fg/u 
a une partie ali quote du rayon , tons ces quotiens feront des nombves en - 
tiers croijfnus dans une progreffton avithmetique . 

Et voila ce quit faut obferver, parce que dans le tMoreme 
fiEuch&t cite cy-defTus (§. 3.) tous les quotiens font fuppofes ctre 
dcs nombrcs enriers. Ainii jufques la la mcthode que prcfcrit Eu- 
cfiJe, fera applicable a tous ces cas, ou 1 ’arc v eft une partie aliquote 
du rayon. Mais, encore dans ces cas, il s’y joint une autre circonfiance 
qu’ii convient do faire remarquer. 

b 

§. i ?. Le probleme que propofe Enclide , c’eftA trouver Up/us 
grand comtuun dtvijettr de deux nombrcs entiers, qui ne font pas premiers 
aitre eux. Ce probleme eft refoluble toutes les fois qu’un des refi- 
dus K ; , R 7/ , R /7/ &c. - - - R" devient “ o , fans que le refidu prece- 
dent R**' fbit cgal a 1’unire, ce qui fuivant, la 1 te Prop, du mime livre 
n' arrive que lorsque les deux nombre' propofes font premiers entre 
eux , bien entenda que tous les quotiens Q 7 , Q 7/ , Q" 7 & c. font fup- 
fes etre des no mb res entiers. Or nous venons de voir, que cette der- 
niere fuppofiuon a lieu dans le cas dont il s’agit ici , toutes les fois 

que — eft un nombre entier. Mais, quant aux rcfidusR/, R 7/ , R J// &c. 

il n’y en a aucun qui devienne ~ o. Tow an comraire , * en confide- 
nt m 2 rant 
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rant la loi de progreifion dcs r£fidu$ que nous venons de trocver, on 
voir , que non feulemen: ils decroifTcnc fans interruption , mais qu’its 
decroifTcnt meme plus fortement qu’aucune progrdlton gcomctrique. 
Quoique done cela continue a 1'infini, nous pourrons neanmoins, y 
appliqucr la proportion d 'Euchde. Car, en vertu dc cctte propofition, 
ie plus grand common Jivifcur de A, D, eft en meme terns It plus grand 
commu n divifeur Je tons hs rijlJus R, R ; , R /y &c. Or ces rcfidus 
decroillant en forte qu’enfin ils deviennent plus pet its qu'aucunc quan- 
tile allignablc, il s'enfijit que le plus grand covnnun divifeur de A, 15, 
eft plus petit quaucorte q it ant it t aj/ig nolle ; ce qui veut dire qu’il n’y en 
a point , & que par confequent A, 15, etant des quantites incommenfu- 
rables, hi 

A 

tang v = -g- 

fera uric quant it e irrattontlU toutes les fois que l 'arc v fir a utte partic a li- 
quate du rayon, 

1 6 . Voila done a quoi fe borne l'ufage qu’on peut faire 
de la propofition d Euchde. il s’agit mainrenanr de Tetendre a tons 
les cas ou fare v eft commenlurable au rayon. Rour cet effet, 6t 
pour demomrer encore quclques autres thcor ernes, je Vais reprendre 
la fra&ion continue 

I 

tang v “ 

I ; v — I 

3 : v — i 

5:1? — 1 

7 : v — 1 &c. 

& en faifanr 1 : v “ *p, je la transfer nierai en 

tan 6 v = ir— r 

3 w — 1 

fit — 1 

71® — 1 1 &c- 


§•*7- 
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£. 1 7. 0/", f » retenant des quotient w , 3 w ; 5 w &c. nut ant 

ntt' on voudra on n aura qua en fat re la riJuflion , pour avoir des frac- 
tions qui exprimer ont la tangent e de v d'autant plus exa&ement qu on 
aura retenu un plus grand n ombre des quotient. Oeft ainfi p. ex. qu’en 
rerenant 1,2, 3, 4 &c. quotiens, on trouve les fractions 
1 3 ?» 1 $ iff 2 — 1 1 o j iff 3 — to tv 

tv ’ 3W 1 — I ’ I 5 iff 3 — 6 iff ioj» 4 — 45» a *fi 5 


§. 1 g. Mats > pour fa ire toutes ces redu&ions en ordve , & pour 
demontrer en mime terns la loi de progreffxm que ces fruitions obfervent t 
nous pofcrons d’abord 


1 

tang v ~ “ 

iff — a 






* *. 1 it in n it "f* t ik4 i a 1 

en exprimant par a, a <5 , at" a , a , a ' - - - - &c. les 

quantites qui refulient des quotiens qu’on voudra omettre, de forte 
que pour les omettre on n’aura qu’a faire a, a\ a u y - - - - a u &c. “ o. 


§. 19. Maintenant je dis, quen faifant a n ^ 1 — o, la frac- 
tion qui refulte de la reduction des quotiens qu’on retient , aura la forme 


tang v “ 


A ma n 

B pa H 


dans laqueVe m, n, A, B tie font point affeilies de d* , Suppo/ons d’a- 
bord eerie forme comme veritable, & on demontrera fans peine qu’en 
retenant encore un quotient depius , la fraction qui refulte de la reduc- 
tion , aura la mSme forme. Car comme il eft 


f 1 v tt 4 1 * 

(2 » -f 1) iff — a 

onn’aura qn’a fubftimer cette valeur dans la forme propofSe, & elle 
fe changera en 


Mm 3 


tang 



tang v 
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A (in -f i) «f — m — A , a 


n 4- i 


B (in -f i) w — m — 

Cormne cette forme eft la memc, il fuffirade fairc voir qu’elle eft Ve- 
ritable pour le membre a ( t puifqu’alors elle fcra veritable pour tous les 
membres fuivans a f, t a ui r a ,y &c. Or pour le membre a 1 il eft 

r 

rang v " 

u/ — i 


r* 


3 w — & 

ce qtii en faifant la reduction donne 


tang v 


3 » 


a‘ 


3 w — i — wa 
la forme telle que nous l’avons fuppofec, 

§. 20. Ayant done trouve 


/> 


m a 


tang v 


tang v 


B 

A (2» 


pa n 

i) U) 


m 


A . a 


« 4 -t 


B (2 n * 4 — 1) w 

tf 1 


m 


B . a 


» + i* 

1 1 * 


fubftituons encore pour a 

n -f- 1 I 


fa valeur 


a 


(2 » + 3) * “ 


& nous aurons 


tang v 


f A( 2 n + t )«?— w] . (2 « -f 3 w) — A — [ A ( 2 w -f- i)w — «]. a 


«+• 


[B(2«-f i )«'—/?] .(2 «+ 3 W ) — B—[B(2»+ !_)»*— ■ 

§. 2 1. Done, en faifant dans chacune de ces trois valeurs de 


tang v y egales a zeros, les membres a n , a”' \ a* *, nous aurons 
la forme generate des fractions , qu’il s’agit de trouver. 
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A (a/? + i) © *— «r 

B (2// -f- 1) x 0 — p 7 

[A (in + 1) tt - » ] . (29 -|* 3) tv — A 

[U (27/ -f 1) w — p J . (2// -f 3) tv — B’ 

Ccs trois fradlions dtant pour I’omiflion de /i * , a " 1 > a n + 2 , elles 

fc fuivent immediatemcntj 6c on voir fans peine que la troifiemt ft 
t route moyennant !cs deux precedent es , eii forte que fan numerateur c-" 1 
/£;/ dfmmwntcur pent etre eaicuti fcparemtnt. Car le numeral cur de 

la feconde fraction doit etre niuhiplid par le quotient qui repond a 

& du produit on fouflxait le numerateur de la premiere frac* 
lion. Le refte fera le numerateur de la troifieme fraction. Son dd- 
nominateur fe trouve de la mcme maniere par les denominateurs des 
deux fractions prdeedentes. 

§.22. Pour avoir maintenant les J raff ions tilts - memes , on 
n’aura qu’a ecrire en trois eolonnes les quotiens, avec les numerateurs 
& les denominateurs des deux premieres fractions (§. 1 7.) & les nume- 
rateurs & les denominateurs fuivans fe rrouveront par 1’operation faci- 
le que nous venons d’indiquer. En voici le type 


Quotiens 

numerateurs 

j denominateurs 


1 - * - 

TV 

5 w 

3 TV - 

! 3 tx; 3 1 

7 TV 

I 5 TV* I - - - 

IJTV 3 — 6tv 

$ 7 V 

105 'Ll } 3 I O TV 

105 TV 4 4 y TV* — {— > 

I I TV 

5>45 TV* IOJTV 3 I 

9 4JTV 3 4:otv j — ijtv 

&C. 

I 05515 TV J — r 26OTV 3 -f 2 I TV 

IO35 JTV' 5 — 472 jlV 1 +2 IOTV* — i 


&c. 

6 cc. 
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Ce qui donne les fra&ions 


i 5 w 2 — r 


row 


&c. 


i 3iy i $w 2 — i ioriy 3 — row . 
w 5 3W l — i* ijw 5 — 6w’ iojw 4 — 4S‘ai*-f I 

dont chacune exprune plus exaetement la rangcnte dc v , que celles 
qui la precedent. 

§. 2 3. Or, quoique moiennant la regie que nous venons de 
donner (§. 21.), chacune de ces fractions peur etre trouvee par les 
deux qui la precedent immediatemenr, it convlcndra , pour tviter enco- 
re u'i tine i'fpece d' mdn&ion , d'en donner Of d'en demontrer i , txpreJJton 
giKirah. Commenijons d’abord par remarquer, que lescocfficiensde 
chaque colonne verticale fuivent une loi fort fiijple en ce que leurs 
factcurs font cn partie dcs nombres figures & en partie des nombres 
impairs. Les voici refolus 


Fraftsnn'f^uotient 

i ve I 

<? (le < 7.v 


Denominatcur 


3 mc 

^me 


5W 

7W 
9 W 


5 me j | 1 H} 


(jnic 

—me 

&c. 


1 3W 

1 

&c. 



cu 







3. w* — 

r 

. 1 





3 .J.W 3 — 

2 

. 3 w 




3 * 

S- 7 W 4 — * 

3 

• 3 - 5 w* 

+ 

I. 

¥ 

I 

3 

- * 5 w s — 

4 

■ 3 * 5*7 w 3 

+ 

3. 

5 ti) 

3 - 

*• I IW® — 

5 * 

3 - * 9 w 4 

+ 

6 . 

5- 7 jy 1 — i.i 

3 * 

- • • 1 3W 7 — 

6* 

3 * -- l 1 IV s 

■f 

IO. 

5.7.5 W 3 —4.7W 


Fraction Quotient 

1 rC i 

2 <le 5^, 

oiiie ~te I 


&c. 

Numerateur 

1 


me 

me 




3 W 

3*5 w 2 - 
3. j. 7» 3 - 
3 - * 10 4 - 

3 1 1 s - 

3 13 tV 1 - 

&c. 


— I. I 


— 2. 5 w 

— 3. 5.7W* f 1. 1 

— 4. J.7.9W 3 + 3. 7 w 

— j. 5 --iiie 4 -J- 6 . 7 , 3 «r« — 1. 1 


§■ 24* 
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■§.24* * e °kf er nithon nous fucUite k tnoien de trouver pour 
an * des f » a 6 l ions quetcvuque /’expt ijjion generaU\ Soit propose la 
fittme d e ces fractions, & nous aurons fun 


Denominareur 


w”' 1 

w"[i- 3 -J -7 (aff-i)]-— . .[( 2 »-*a).i. 3 -J 7 


w 


71 - 4 


2.3.4 

tt, 71 - 5 

2.3, 4.5.6 


. [(2 ft “ 4) . (2« — 6 ) . 1.3.5 (2# — 5)] 


2.3.4. 5. 6. 7. 8 
&c. 


. [(2ff— 6) .(2//— s).(2» — 10) . I. 3. y •-* (2»— 7;j 


• [C 2 w * 8) ■ (a* -I o)(2»-i 2Xa»*i4) • »*3- 5 7 


Numerateur 

w"' 1 . [1.3.57 (2;;— r)J — — * .[(2;/— 4). 1,3.57 (277-3)] 

* * s 

. [(20 — 6) (2 n - 8 ) . 1* 3- 5-7 (*« - 5)] 




2.3.4. s 

, # *7 


■ W • -T- [C 1 **— 8 ). ( 5 » — 10X271 — 1 2). 1. 3. 57 (2B--7)] 

2.3.4,^. n. 7 J 


W 




v[( 2 ff-io).( 27 ;i 2 ).( 2 »*i 4 ).( 2 ;;*i 6 ). 1.3.57- 


2.3 4.5.67.8.57 
&c. 

line da git done plus qttc d > cn dtmontrer Vunwerflilite, 


§, 25. C’eft ce qui fc fera en forre qu’en admerranr certe for- 
me pour la ntttmt fraftion^ on cn deduit celle de la (V — i)«Y me & de la 
(« — 2 )**«"', en fubOituanr (« — i), (« — 2) au lieu de ,7. linfgite 
on precede conformemcnt a la regie du §. 2 j . en deduifani can: le de- 
A itm. de Islcad. Tam. XV LL N n nomi- 
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nominateur que 1e numerateur de la »»«*« fraction , de ceux des deux 
fractions precedences tels qu’on vienr de les trouver par Ja premiere 
operation. Er par la on doit reproduce la forme de la n»me faction, 
telle que nous venons de la donner. On voit bien que ce procede 
about it a erablir, que fi deux fractions qui fe fuivent immcdjacement 
ont cette forme, celle qui les fuir, i’aura egalement, & que par con- 
sequent , les fraftions de la table precedence , qui font les premieres, 
ayant ceirc forme, il s’enfuivra, que routes les fuivames l’auront 
egalement. 

2 6. Si done, pour abreger cetre demonitrarion , nous vou- 
lons nous en tenir au terme general, il faudra neanmoins calculer fe- 
parement celui du numerateur 6c cclui du denominateur, ne fur-ce 
que pour Amplifier le calcul. Car du refte fun 6c Tautre fe calculera 
fuivant la meme regie (§. 2 i .). Commencons par le denominateur^ 
6c en premnt 1c n. Utm ' terme de Ion cxprelTion generate pour la 
fraction, il faudra egalement prendre le m time terme pour la(/; — 
fraction, mats on nc prendra que le (m — i ) ticme rerme pour la 
(» — zjtitme fraflion. On voit qu’il faut en agir de la forte par rap- 
port aux dimenfions ou aux expofans tie la lettre w. 

2 7, Or le m unn * terme de la fraction pour le denomi- 
nateur eft 

,u . [( 2 n- 2 m \ 2 ).( 2 71- 2 m).{z7j-2m-2) ( 2«-4wf6)].[i . 3 . j - . -(2 7;- 2 m\ t)] 

1. 2. 3. 4.5 - - - - - - (2 vi — 2) 

d’ou, en fiibflituant (n — 1) au lieu de «, on rrouve le terme 

de la (« — j Y l<w " fraction 

m ' t [(a«- 2tn).(in- z m-2} 4'].[t.3.; {m - 2tu- 1 ;] 

J. 2 . 3.4. 5 - - - - - - ( zm ■ — 2) ~ * 

F.r en fubftituant (« — — 2) au lieu de 6c {m 1) au lieu 

de sw, on treuve le («* lyime terme de la (« — 

fraction. 

M" 
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(iw-^wKY] . [i,2.j (2 


- - - (2 m — 4) 


M"=_ 

1.2. 3.4. ) * 

Or par la regie du §. 21. il doir etre 

M " (2 « — 1) w . M ; 

cc qui fait que nous pourronsdeharrafTcr ces rroisexpreflions de rous !es 
faitcurs, qui lour font commons, cn les pofanr ~ P. Parlanousaurons 

P, «<. (2/; — 2 m —4~ 2) . (zn zm 1) 


M 


-+- M' 


(2 m 2) . (zm 

P , (2 n 4 vi —f— 4) 


3 > 


~ (zm — 2) . (3*/* 
M" rz P . w. 

Ou en fai£ant 


3 ) 


Q.. 


(2/« — 2) . (zm — 3) 

il fera 

M “ Qw . (2 n — 2 m 4 2) . (2//— 2 m 4 *) 

M' rz Q_ . (2 n — 4 m 4 2) 

M /; “ Qa> . (2/7/ — 2) . (2 tn — 3). 

De la, en multipliaru r.&uellemenr, on aura 

(2/7 — 1) tv M / ~ Q»* . (sir — g m n 4 6 n -f- 4 — 4) 

M' 7 ZZ Qvff , (4m 2 \om — 6): 

done 

(2//— M"“ Q# (4// 1 — 4 t 4W 1 — 6 w + 2). 

IMais il eft aufH 

M — Ow. ( 2 2 7/7 -f - )( 2 ?; * 2 ) — Qw(4« 8 -8«wt^|-4w 2 »'j?//f 2), 

Done ces deox valours etant les memos, on voir qo’i! elt 

M ~ (2// — 1) tv . M ; — M'', 


Nn ; 


Os 



+N 


w 


ter 


+N 




■N": 
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& que par confequem la forme, que nous avons donn£e au terme ge- 
neral ell telie qu’elle doit titre. 

§. 2 g. Paflons maintenanr au numtrateur . Le m timt terme du 
numerareur de la «*«»« fra&ion doit etre 

smAi [( 3 tf_2/»),(277-277/-2) .(2 7/* 4W + 4')].[r.3 > J.... .(2»- 2wt l)3 

1.2. 3.4. 5 (2 m — 1 ) 

d’oCi , en fubftituanr (// — 1) au lieu de «, on aura le mcme m time 
me pour la (// — 1 'titm* fraction, 

[(2«-2l»^2),^2«-2W-4) ,(2ff“4W t 2)].[l-3.y (2«* 2»-j)] 

1 . 2 . 3.4. 5 (2 77/ i) 

Et en fubftiruant (7/ — 2), (m — 1), au lieu de n, m } on aura le 
(77/ — 1 y iemt terme de la (// — 2) /lwWf fraOion, 

Jjii im \ t < jV n . 2 7/7-2 ) . ( 2 H- 2 777*4) (277-477/44)] - [ » -?• ? (a 77 -277/ - 1 )] 

1 . 2. 3.4. 5 (lift — 3) 

Done, en pofant lesfackurs communs a ces trois expreflions rz P, 
nous aurons 


1 TSJ — 

P y> . (2 

72 — 

2 77 /) . 

(2/7 — 

- 2 m — f- 1) 

* | 1 IN „ 

( 

2 77/ *— 

" 0 * 

(2 m — 

“ 2) 

- 4 - N'z 

_ P . (2 77 

4 

■h. _ 

m — j— 

2 > 



(2 m 

-l )-(2 

m 

-) 


— N" : 

~ Pw, 





ou en faifant 

P “ Q^. 

. (2 777 - 

— 0 * 

(2 m — 

- 2), it fera 

. + N : 

— Q» * ( 

'in — 

V 

- 2 w) 

. (277 - 

— 2 m — 4— 3 

-f- N / : 

= a* ( 2 

n 

47 « -4 

~ 0 


— N" : 

= Q«7 . ( 

2 m — 

ii 

- 0 • 

(2777 — 

- 2) 

Mais it doit ctre 





W : 

H (2 77 

* 1 )w 

. N' - 

— N", 



done 
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•ft 

done , en fubftituant les valeurs trouvies , on aura 
(in — i)w N ; = Qw . (4 nn — 8 » m + 2 n -|- 4m — 2) 

— N //f n Qw (4 t» 2 — 6/w — {— 2), 

done 

(in — i)w N'— N Qw — %nm -}- m -f 4OT 1 — 2m). 

Or la meme valeur refulte de 

N “ (27; — m) . (in — 277/ — j— 1) . Qw- 

II s’enfuit done de la, que la forme du terme general eft relle qu’elle 
doit erre. 


§. 29. Reprenons done les expretfions generates que nous 
avons donnees au §.24. 6c divifons celle du denominateur par fan 
premier terme , 6c nous aurons la fuite 

w ' 2 27/— 2^ ic' 4 (2J/— 4). (in— 6) ui ' 6 (2//* 6). (27/ ■ 8) (2»- ro 

2 2//— Jt 2.3. 4 (in— i).(m— 3) 2,3.4. 5.6 (in- 1) (2;/- 3) (27/- 5) 

w' g (2//— 8). (2;/— 10) . (277— 1 2). (27/ — 14) 

* 2.3.4.S.6.7.8 ' (277 — l) . (27/— 3) . (27/— S) (2» — 7 ) C * 


ce qui , en fubftituant v — w'\ 6c en potent n 


v 


v 


2.3.4 2. 3- 4- 5. 6 


6tc. 


QO, donne 


qui eft le cofinus de v y 6c par confequent le denominateur dont nous 
nous fomtnes fervis (§. $.) pour rrouver les quotiens w, 3 w 6cc. 


§. 30. Divifons encore I’expreftion generate du numerateur 
(§. 24.) par le meme premier terme du denominateur, 6t nous au- 
rons la fuite 

w' s 


w 


ti/t 2 77—4 

I .111 1 ■ 1 

2.3 * 27/ — I 

W ' 7 

2.3.4. 5'<>.7 
6cc. 


(2 7/ — 6) . (2« — g) 


2. 3‘4*f 

(277 — g) 


(2» — O 

(2 7/ I O) 


(2 7/ — 3) 
(2« — 12) 


(2 n — 1 ) . (27; 
Nu 3 


3) * (-» —.5) 


Ce 






Ce qui encore donne pour n rz OO j la fuire 

v -J— t/3 -j— — v s — &c. 

2. 3 2 - 3 * 4 *? 

qui efl: — fin v , *Sc parcant le numerarcur, dont noils nous fom- 
mes fervis §. 5. 


§.31. On voir encore par la, que , quel que grand que puiffe 
ctre le premier terms des deux formula' gene rules (§. 24.) is fecond ter- 
ms y o' 1 encore phis Us fitvans , feront non feulement plus pet its , mats mi- 


me pins petits que la 



o~V. partis da premier terms . 

~ • 3 * 4 


Mais, cn ftibftituant pour n fuccellivemcnr 1, 2 , 3,4 6:c, al’infini, le 
premier terms , comme etant le produit d’auranc des oombres impairs r. 
o ^ *7 & c< croitra plus forte meat qn'auainc pyogr cfjhn gcomCtriqne crotffan- 
te ; on voit encore qtu\ qmique le 2,4, 6 o"V. terms foit Jhujlraciif cela 
n'empiche pas que la famine des terms ve croiffe plus forte meat qtiaucu- 
ne prngrejjion giometrique croiffante. Etc’eil cc que j'obierve ici, par- 
ce que fen ferai ufage dans la fuire dc ce Memoirc. En voici d’abord 
un ; qui fe prefenre. 


§, ? 2 , II s’agit de determiner la loi } fuivant laquclk les frail ions 


1 3 w 1 > — 1 

a;’ 3»* — I* i$w 3 — Gw 1 



appro client de It valeur de la tangent e ? Pour cct efier, nous n’aurons 
qu’a fouftraire eliacune de celle qui la fuic, 6c les refidus feront 


w . (3 a/ 5 — i)’ (jt 1 — 1) . (tjai 3 — 0 w ) ’ 

Cxs refidus font voir de combicn cliacunc des fractions eft plus gran- 
de que edit qui ia precede. Mats faifons voir generalcmenc que tons 
les uumcratcurs font “1,0° que tons les dammnatenrs font le pro- 
duit de ceux des deux fracliovs dont ces refidus nuirqumt la differ alee. 
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§.33. Pour cct cffer, nous reprendrorw les trois forraules g£ 
nerales que nous avons donnees au §. 2 1 . & qin font 


A 


A (2 n — |— 1) w «r 

B (2?/ — H 1) w — p y 

[ A (2 » -4— 1 ) w vt ] (2 n — |— 3) w — — A 

[13 (2 n — |— 1) w / ] (2 n -|— 3 ) w B' 

Or, fouftraiant la premiere de la feconde, 1c refidu fera 

A p — - B m 

B . {2 n — \— 1 ) w — p~\ 

Mais le numcrateur de ce refidu eft le mcme qui refulte de la fouf- 
traction 

A vi Ap — — Urn 

15 p B . p 



ecant la fraction qui precede la fraction 



on voit que le 


numerateur de tous ces relidus eft le meme, & que le denominateur 
eft le produit de ceux des fra£Uons , dont ces relidus marquent la dif- 
ference. Done, a commcncer d'unc des fra&ions — quelconque, les 


relidus feronc 



1 

B [B (2/; — |— 1) «i 


&c. 


<5. 34. Obfervons maintenant, que tous ces refidu s it ant ajou- 
tis a fa premiere fraction , qn'on met pour baf y la fomme exprimeva 
toujour s la tangent e de v, de forte qiten general il fera 


tang 


. m 


m m ♦ 


_ |_ 1 1 1 

esng r _ y 4 - -h £7 s)w—p] 

& par confequent 

i . i .i 


* &c. 


tang v 


tang v 


TV (3 IV 


(3W 3 -l).(iJ4B 3 - 6w) 


5 w 1 

I 


t? 

*> 

1 ' 

J 

( 31 V 1 — 1) (ijw 

3 — 6k>^) 

1 5 10 2 — I 

4^ 1 


1 51V 3 — 6iv 

( 1 jiv 2 - 6w ) , (1 oj-ii 

» 4 *4Sw a tO 


& c. 


tang t i ^ w 3 — g.jy (i j2v 2 - 6 tv).(iojw 4 * 45iu 2 t i) C ‘ 

&c. 

On vc-ir done par ce que nous avons dir (§. 3 t.) que Hides ces fuites 
font 'plus c ovver gent es , que ne I' eft aucune pr<gr<fji<m giomitrique de- 
croifj'dnte. Soit p. ex. v “ w ZZ i, & ta tangente de cct arc fcr« 

~ i,SS 7 W 7 a — - * 

j I 1 , | . 1 _ „p_ - 1 __p_ 1 | , 

1. 2 9. 61 61. 540 $40. stiqp 


587 S>- 75 5 87 


75 5 87- 1 >47426 


& c. 


Er pour tout arc v < 1 , on aura une fuite encore plus convergenre. 

* t 

S. 3 5. Faifons maintenant w “ w : 0 , p ~ 0 : w, de forte 
que 0, w foient des nombres entiersquelconques f premiers entre eux. 
AW n'aurons qu'd fubftiiiier ces valeurs , ct' 
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§. 3 6. Enfuite Its fraQions approchantes de la valettr de tang. 


0 

<A> 


feront 

0 


iu >0 — <P J ioyw J ^) — io w£ 3 

LJ _- — - - — ~ - ■ — ^ — . — . — . . — JU - 

1 — J)** ijw J — 6J l w IOJW 4 — -4.5itf 2 Cj> a + * 


w 31/) 

dc forte que deux de ccs fractions qudcooques, qui fe luivem imme- 
diate men t } etanc 


m 

"l 

P 

A 

B* 

celle qui leur fiiccede fera 

A ( 2 n — 1 — i ) to 


m0 


B (an -f— l ) w 


~ F0* 

§.37. Enfin las differences de ces /radians fir out 

® 3 0 / 

w(3to s — p 3 / (3to 2 — $*) . (1 jto 1 — 6to^ ? )’ C ’ 


la 

wng 


0 




® 3 


0 s 


+ 5 cc. 


to w to(3to a — (360*— jto 1 — 6'j.p 2 ) 

Or je dis que cette tan gent e ne j era jamais comsncnfurahle au rayon t 

quels que /tent les nombres entiers w , $. 

■ 

§. 38- Pour demom rer ce theoreme, pofbas 


tang 




to 


M 

P* 


de forte que M , P, foienr des quanrires exprimees dune fa^on quel- 
conque , meme , fi Ton veut par Jes fuites decimates , ce qui pourra 
toujours (e finre , encore que M, P, fiiflenc des nombres entices, car 
Sion. tU f/lcatl. Tom. X\U. Oo on 
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cn n’auroit qua multiplier I’un 6c l’aurre par quelque quantity irraiio 


Fiellc. 


On pourra encore, fi Ton veur, fuppofer, M rz fin , 


P zz cof — , commc nous l’avonsfait ci-deflus ($. 5 .}. Ef il eft 

clair que, quandmeme la rang ~ feroit rationelle, il n’en feroit pas 

© <P 

touiours de meme du fin — oc du cof — . 

u> u 


§. 39. Or la fra&ion 


M 


© 

exprimant exaclement la tangente de — , elle doit donner tous les 
quotiens w, 3 a 1 , 5 vo &c. qui dans ie cas prefent font 


£U 


<P 


. 3 “ 

<P 



$ 00 


7 CO 

T’ 


&c. 


<P 


§.40. Enfuite, fi la tang — eft rationelle il eft clair, que M 

fera 4 P commc un nombre emier fi a un nombre entier ir, de forte 
que fi ft, 7T, font premiers entre eux, il fera 


M : ( j . ZZ P : ZZ D, 

& D fera le plus grand commun divifeur de M, P. Et comme il eft 
rcciproquement 

M : D zz ft, 

P : D ZT Jr, 

on voic que M, P eranr fuppofees erre dcs quantites irrationelles, leur 
plus grand commun divifeur fera pareil’ement une quantity irrationei* 
le, d'autant plus petite , plus les quotiens ft, 5 r, feront grands. 

$.41. 



I 
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' §. 4 1 . Volte done Its deux fttppo fit ions da tit il faudra fnire voir 

l 'incompat tbiliti. Divifons d’abord P par M, & le quotient doit etre 

— m : ff?. Mais comme w : eft un nombre rompu, divifons $ P 

par M, & le quotient <*> fera de o» : £>. It eft clair qu’on pour- 

ra 1c divifer par (h , quand on voudra. Ici nous n’en aurons pas be- 
foin , puisqu’il nous fuftit qu’il foit nombre entier. Aunt done, en 
divifant CP P par M, obtenu le quotient w, foit le refidu ~ R y . Ce 
refidu fera parcillcmenc de ce qu’il auroit etc , 6c e’eft dequoi 

nous iiendronscompic. Or, comme il eft P : D = r, nombre en- 
tier, il fera encore (£P : D rn: 07 r y nombre emier. Enfin encore R'rD 
fera un nombre entier. Car, puifque 


il fera 


Mais 


done 


ce qui donne 


<pP : 

— wM 

R/ » 

<PP . 

wM 

R ; 

D ’ 

“ 1> 

D’ 

$P : 

D = 


wM : 

; D = 

U)(A t 



R / 

Qv z 

H oift • 

+■ D’ 

R' _ 

Z pff - 


u - 

— 0)fX — 


nombre entier, 


que nous poferons “ r* y de forte que 



Done le refidu de U premiere divifion aura encore le divifeur D, qui 
eft le plus grand commun divifeur de M , P. 

§.42. PafTons encore a la feconde divifion. Le refidu R' 
etant ^ tu P le de ce qu’il feroit ii on avoit divife P, ad lieu de (h P, par 

Oo 2 * M, 
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M , il faudra dans eette feconde divifion y avoir egard , en divifant 
<J>M, au lieu deM, par R', afmd’avoir le fecond quotient , qui eft 
—7 3 w : (J>, Mais, pour eviter encore ici le quotient rompu, divi- 
ibns !P 2 M par R 7 , a fin da voir le quotient gw, nombre entier. Soit 
le relidu ZZ R", & il fera 



<p a M Z 

: 3 wR / -h R// ) 

done en divifant 

: par D, 



h 

@ a M 
' D “ 

_ 3 c«> R 7 

“ D 

R 7/ 
D * 

Mais il eft 

<£ 3 M _ 
D " 

z (f) 2 w : 

Z nombre entier, 


3 wR / _ 

D ‘ 

3 

zr notnbre entier, 

done 




£p e /« Z 

I 3 » 

R 7/ 

+■ F* 

ce qui donne 

R" _ 

D — 

— 

3 w r 7 ZT nombre entier. 

que nous poferons ~ r 77 , de forte qu’il foit 


R" _ 

r". 



D 


Done le plus grand commun divileur de M, P, R 7 , left encore du fo 
eond refiJu R 7/ . 


§. 43. Soient Jes refidus fuivans R 7/7 , R /K R", 

- qui r^pondenr aux quotiens (p m P*5 i - - yw, 

(2 n — i) w ? (2 n -j- I) w, (2 » -f 3) w - - & il s’agit de demon- 


R” + ‘, R n +* 


trer 
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irer gln^ralement, que fi deux rlfidus quekonques R tt , 

Ic (invent immediaremem, ont encore D pour divifeur, le refidu fui- 

vant K" +1 l’aura igalemenr, de forte que fi, en fatfant 


R* ; D “ 
R”^' ; L> 


r 


n+i 


r N , r* +I font des nombres enliers, on aura encore 


R” +1 : D 


«+i 


nombre entier. Voici la demonftrarion. 

§. 44. En divifant $ 2 R " par !e quotient fera (in + 1 ) w 

— nombre entier, & le r&idu etanc ~ R ‘ il {era 

<P*R* = (zn + 1) w . R”"*" 1 -4- R m+i , 

* 

done en divifant par D, 


<p* . R“ 


V 


(2H + l) W . R 
D 


«-}- 1 


R 




D * 


Mats il eft 


(P*R 
D" 




“ (p r 

(zn 4 1) w . R n+ 1 

p — 


nombre entier, 


(an -f- 1) w nombre entier, 


done 


(p*r n “ (2^7 4- 1) fa> . r 


I 



ce qui donne 
d“+» 

( 2 » + i)w . r* +, : 

u 


R"+’ 
D > 


B+l 


Et e’eft ce qu’il faloit demontrer. 


Oo 3 


§• 45* 


nombre entier 
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$. 4?. Or nous avons vu que t 7 , r 11 font des nombrcs en* 

tiers (§. 41. 44.) done auffi t /// ) r y ^, r n &c, a I’infim fe* 

root dcs nombrcs entiers. Done indifferemment tous les re fid us R/, 
R ;/ , R //; - • - - R* - • - 6cc. a l’infini auront D pour commun divifcjir. 
Trouvons encore la valeur de ces refidus exprimee par M , P. 


§. 4 G. Pour cct effet chaque divifion nous fournit unc Equa- 
tion, cn ce qu’il eft 

R ; ” <pP — > wM, 

R'' ~ (P 2 M — 3 'jo.R^ 

R w/ “ ^> Z R / — yw, R", 

&c. 


Mais obfervons que , dans le cas done il s'agit, les quotiens w, jw, 
5 w 6cc. font akernarivement poficifs 6c negarifs, 6c que les fignes des 
rEfidus fe fuccedent dans l’ordre — J— ~J— . Par la ces Equa- 

tions fe changent cn 


R' z 

Z wM — 

- ?>P, 

R" 7 

“ 3 wR / - 

— (p 2 M, 

R'" = 

Z 5 c*jR /( - 

- ® ! R'. 

R /J/ z 

z 7« R w - 

— a* R", 



1 


Et en general 

R" 4 * z= (a« — i)w . R” +f — £p > R"‘* 

D’ou Ton vok que chaque refidu fe trouve, moiennant les deux prece- 
dens de la meme maniere que les numerareurs 6c les denominareurs 

des fra&ions approchantes de la valeur de rang — . ($. 36.) 


§. 47. Faifant done les fubftitutions que ces equations indi* 
quent, afin d’exprimer tous ces rElidus par M, P, nous aurons 

R' 




# 
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# 

R ; : 

— uM — 

<pp, 


R" r 

- ( 3W 2 

$*) M — 

3 W?>. P, 

R"' - 

r (1 5 w 3 — 

- 6 mQ 2 ) M 

(15 W : (J) (p 3 ) P, 


&c. 


Et ces coefficicns de M , P, etant les numeratcurs & ks denomina* 

(D 

tcurs dcs fractions trouvees ci-deiius pour la tang (§. 36.) on 

voir encore qu’il fcra 

M <& 

P w ~ wP’ 

M 3 «$ __ R" 

P 3w’ - — ( 3 w* — O a ) . P* 

M i5w 5 (f) — ^ s R w/ 

P 15 — 611^* (ijw 3 — P’ 

&c. 

§. 48, Mais il eft 
M 

p = ran g & 

Done (§. 37. 34.) 

M g- »* 1 ** . &c . 

F w w(3W *— $ 2 ) T (jw 1 — (fr 2 ) . (1 jc*j 3 — 6to$ 3 ) 

M _ 3 ^ 3 ? Q) s 

P 3W 1 — (p 1 • (1 5 c*) 3 — 6w^ 1 ) C * 

&c. 

Done 

j_ fii . + &c . 

wP w( 3 W I — (p 2 ) ( 3 i*> 2 — ip 2 ) . (x jw 3 — 6 oo$*) * 

R ;/ 
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R" 


0 s 


(y*> 2 — (P*)P (3» l — ?>*) . (i j w 1 — 6t*)<P*) 

R Jf/ 0 7 


6cc. 


(i jw 1 — 6u>0 2 )P (i jw 1 — 6 wJ) 2 ).^io 5 w * — 4 +?> 4 )^"^ CC 

&c. 

Ainfi tous les refidus fe trouvcnt moiennanr la fiiite des differences 
(§■ 37 ’) 

<P 3 . 0 s 


tang 


+ *7 


T\ + 


M b) U) v 5UJ a — 0 2 ) (3W 2 — 0 2 )(t$w 1 — 6oup*) 

<y 

(1 jw 3 — 6i*i0 z ) (iojw* — 4 ; (*) 2 p 2 -f 0*) 
6c c. 


en ometrant i, 2, 3, 4 5 cc. des premiers rermes, & cn muhiplianr la 
fommedes fuivans par le premier facteur du denominatcur du premier 
lerme qu’on retient, & par P. 


§. 49. Or cette fuite des differences eft plus convergente que 
ne felt aucune progreftion geomerrique decroifl'ante (§. -14. 35.). 
])ouc les refidus R', R", R /y/ 6cc. decroiflenr en forte qu’en fin ils de- 
vicnnent plus pctics qu’aucune quantite alfignable. l\t comme chaeun 
de ces relidus, aiant D pour commun divifeur, eft un multiple de D, 
il s’enfuit que ce divifeur commun D eft plus petir qu’aucune quantity 
alTignable , ce qui fait D m o, 6c emporte la confcquence, que (M:P) 
eft une quantite moommenfurable a fun tie, ou irrationellc. 

§. 50. Done toutes les fots qu un arc de cerck ~ — fern com- 

menfurahh au rayon “ r , ou rat tone He , In tangent e de cct arc /era 
une quant it/ incont men fur able an rayon y ou irrationeiic . Rt . .ciproque- 
menc aucune tangent e rationelle n'fl cel/c fun arc rat tone l . 

§.51. Or la tangente de 45 0 etanc rationale, en ce qu’elle 
eft eg ale au rayon, il s'enfuit que 1’arc de4j°degres, 6c parcant 

auifi 
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aufli !’arc de 90, i8o> 360 dSgres, eft incommenfurable au rayon. 
Done la ar conference au cercle neft point au diametre ccmtne un no ml re 
cm ter d wt nombre entier. Voil$ done ce theoreme en forme de co- 
re Uaire d’un auerc theoreme infiniment plus univerfe). 

§. j2. En effer, e’eft pr£ci(ement cette abfolue univerfalite, 
done on peuc avoir lieu d’etre (itrpris. Outre quelle nous fait connoi- 
tre combien les quantites circulates font rranfeendentes, cllc nous 
fait encore voir, que les tan gent es rationales & les arcs rationels ne 
font pas diftribues par toute la circonjerence du cercle , de faqon con/me 
s'tls etoient jettts <iu hazard, mats quit faut qu'tl s'y trouie tin ceitnin 
ordre , que cet ordre les empec he de fe rencoutrer jamais. Cct ordre 
merire, fans contredir, derre connu plus en derail. Voions done juf- 
qu’ou il (era polfiblc d’en determiner les loix, C’eft a quoi aboutiront 
les theoremes fuivans. 


53. D’abord on fait que, deux tangent es it ant rationales , la 
tangents de la font me & celle de la difference de leurs arcs font ega lenient 
rnttonelks . Car il eft 


tang (w + (p) = 


too -f t © 

I — — too . f(p* 


tang (t*j — ©) “ — . 

§. 54. Dc iii il fuit, quune tangent e etant rationcHe , la tan- 
gente d 'tin multiple jitcLonque de fan arc fern egahment ratiomlle . 


§.55. Mats au contraire, une tangente etant rationcHe , aucune 
partie ah quote defan arc naura nne tangente rationcHe, Car fare pro- 
pofe etant multiple de chacune de (es parties aliquotcs, il eft clair 
que (a tangente ieroif rationelle, fi celle d'une de fes parties aliquotes 
etoit rationelle (§. 54)’ 

§. j 6 . St la tangente de chacun de deux arcs comme-, fumbles en - 
tre eux eft rationelle , la tangente dc la plus grande commune me fun de 
bUvt. ihVAcai. Tom. XVII, Pp ccS 
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ces deux /ires fern fgalement rationale, Soient u>, <P, les deux arcs pro- 

pofes. Or, dtant coinmen furables, il (era w i (p comme un nombre 
entier m a un nombre entier n. Soient ces nombres m, », premiers 
entreeux, & 1’unice fera leur plus grande commune mefure. Fai- 
fant done 

w ~ reipj 

$ “ nty, 

& Tare 4 * (era la plus grande commune mefure des arcs w , (J). Or je 
dis que la rang 4 ftra rationelle. Soil m > 6 c en foultrayant n de 
m auram de fois qu’il fe pourra , foir le dernier refte ~ r, routes les 
rang (m — w) ^ — t (w — <p) , tang (m — 2 i r^) ” t (w ~ 2 £)), &c. 
tang »•;{/, feront rarionelles ($. 53.)* SouttraSez r de 77 autant de fois 
qu’il fe pourra 3 foit 1 c dernier reiidu zr r*. Souftraiez encore r 1 de 
r aurant de fois qu’il fe pourra , foit le dernier re lulu r Ji &.c. Et en 
continuant de la forte, vous parviendres a un refidu — t, les nombres 
77 6 rant premiers emre eux. ( Euclid, \ Pr.I. Livr Mais par le 

§. j 3. routes les tangentes 


t 

(m 

— ») 

*+» 

t 

(in 

— 2») 

V - - 

- - 

t 

0 

— r) 


t 

(» 

- 27 0 

+ * ' 

- - 

t 

0 

- O 


t 

(» 

— 2 r‘) 

4 . . 

/ r ,( 4 , 



&c. 







- 


- 

- 


- 

* 

^ *■ 

f'J'l 


feront rationclles. Done &c. 

§. 57. Toures ces tangentes pouvant 6tre trouvees par les 
tang w, tang <p, fans qu’on en connoifTe les arcs (§. 53.) il eft clair que 
de cette maniere deux tangentes rationales quclconques&anr donnees, 
on rrouvera fi leurs arcs font commcnfurables enrre eux? Mais li les 
arcs nc le font point, le travail feroit fans fin, 

§. 5 8- Deux parties ah quotes d'un arc quelconque niant'des tan- 

gentes rationclles , je dis que hi tangente de In plus grande commune me - 
jure dc ces deux parties alt quotes /era pareillemmt rationelle . Ce theo* 

reme 
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ces deux /ires fern fgalement rationale, Soient u>, <P, les deux arcs pro- 

pofes. Or, dtant coinmen furables, il (era w i (p comme un nombre 
entier m a un nombre entier n. Soient ces nombres m, », premiers 
entreeux, & 1’unice fera leur plus grande commune mefure. Fai- 
fant done 

w ~ reipj 

$ “ nty, 

& Tare 4 * (era la plus grande commune mefure des arcs w , (J). Or je 
dis que la rang 4 ftra rationelle. Soil m > 6 c en foultrayant n de 
m auram de fois qu’il fe pourra , foir le dernier refte ~ r, routes les 
rang (m — w) ^ — t (w — <p) , tang (m — 2 i r^) ” t (w ~ 2 £)), &c. 
tang »•;{/, feront rarionelles ($. 53.)* SouttraSez r de 77 autant de fois 
qu’il fe pourra 3 foit 1 c dernier reiidu zr r*. Souftraiez encore r 1 de 
r aurant de fois qu’il fe pourra , foit le dernier re lulu r Ji &.c. Et en 
continuant de la forte, vous parviendres a un refidu — t, les nombres 
77 6 rant premiers emre eux. ( Euclid, \ Pr.I. Livr Mais par le 

§. j 3. routes les tangentes 


t 

(m 

— ») 

*+» 

t 

(in 

— 2») 

V - - 

- - 

t 

0 

— r) 


t 

(» 

- 27 0 

+ * ' 

- - 

t 

0 

- O 


t 

(» 

— 2 r‘) 

4 . . 

/ r ,( 4 , 



&c. 
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- 

- 


- 

* 

^ *■ 
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feront rationclles. Done &c. 

§. 57. Toures ces tangentes pouvant 6tre trouvees par les 
tang w, tang <p, fans qu’on en connoifTe les arcs (§. 53.) il eft clair que 
de cette maniere deux tangentes rationales quclconques&anr donnees, 
on rrouvera fi leurs arcs font commcnfurables enrre eux? Mais li les 
arcs nc le font point, le travail feroit fans fin, 

§. 5 8- Deux parties ah quotes d'un arc quelconque niant'des tan- 

gentes rationclles , je dis que hi tangente de In plus grande commune me - 
jure dc ces deux parties alt quotes /era pareillemmt rationelle . Ce theo* 

reme 
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reme fuit immediatement du precedent (§. $6.). On n*a qu’a fe fou* 
venir, que denx arcs w, (£, qui font des parties aliquotes d’un arc A, 
font com me nfu rabies entre eux. 

§. yp, De la me me manlere , ft autant de parties aliquotes d*un 
arc A, que l' on voudra , ont des tangent es rationelle s , fa tan gent e de 
ft arc ^ qui eft la plus grande commune mefure de ces parties aliquotes , 
fet a egalemcnt rationelle. Qu’on prenne deux de ces parties -aliquores 
to, & foit leur plus grande commune mefure “ 4*> & la tang 
fera rationelle ( §. y 6. y $.). Mais vp erant parde aliquote des arcs w, $ } 
qui font parries aliquotes de fare A, il eft clair que ^ fera partie ali- 
quote de fare A, & qu’au lieu des arcs £*), <p , on peuc fubitituer 
en comparant 4* avec une des aurres parries aliquotes de fare A pro* 
pofecs. On continuera de rrouver leur plus grande commune mefu- 
re , dont la tangente fera egalement radonelle. &c. 

§. 6o. Nommons tangente premiere tourc tangente rationelle, 
qui foit celle d’un arc , dont aucune partie aliquote n’ait une tangente 
rationelle. 

§. 6 r. Telle eft p. ex. la tangente de 4y°. Car, foit n un 
nombre entier quelconque, toute tang (45 : »)° fera une des racincs 
de fequation 

n — I , H— 1 «— 2 , n— 1 n — 2 »— 3 

o” 1 —nx—u . x* -j -tt, . -f;/, . , — 1 , x* 

2 23 234 

» — 1 n — 2 » — 3 n — 4 ■ 

— n . . • ■ ■■ ■ » - . — x s — &c. 

2345 

dont les coefncicns font tes mimes que ceux de la formule binomiale 

dc Niu;ton y Sc dont les fignes changenc fuivant l’ordre -f- -f- 4 

Mais, pour tout n nombre entier, tous ces coefiicicns font des nombres 
emiers, 6c toute 

tang < r. 

Pp 2 


Done 
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Done, ft une ou plus dune des rang (45 0 : n) etoir rarionelle , elle fe* 
roit une frntHon rat ion c lie < 1 , & li cela etoit, rous les coijfficiens ne 
fauroiem Srre des nombres entiers. Mats ils le font. Done &c. 


§.62. Une tan gent e premiere queiconqite ft ant propofee , il riy 

a que les multiples de fan arc qui ayent des tangentes ratione/les y </ /Vjt- 
clufion de tons les autre s arcs qui hu font co m menfurables. Soit tang 

cm premiere, & m t etant des nombres entiers premiers entre eux, 


fuppofons que la tang ^ — cm ^ puiire etre rationelie. Or fare © 


irant la plus grande commune mefure des arcs co, & (©■ '■ tan- 

cm . 'em 

genre de — fora rationellc (5. 56.). Mais — etant une partie aliquo- 

* 

te de cm, la tang 00 ne feroit point premiere. Ce qui £tant contre l 6 7 hy- 
potbefe , on volt qu’aucune tang (~ (A ^ ne fruroit etre rationelie. 


Done il ne refte que les multiples de cm, dont !es tangentes foront ra* 
cionelles (§. 54.). Voila done !a raifon, pourquoi ces fortes de tan- 
genres meritent le nom de premieres. Elies reflemblem en quetque 
fa^on aux nombres premiers, en ce qu’il n’y a que leurs multiples qui 
foment des nombres entiers , &c. 


6 3. Deux tangentes premieres etant propofees , je dis que 

leurs arcs font incommenfurabies entre eux. Car foient tang w, tang® 
premieres, Sc fuppofons que les arcs w, $ puifTenr etre commenfu- 
rables entre eux. lis feront done comme un nombre entier m a un 
nombre entier n. Done 


m cm 



cm 

Done (§.62 ) — , partie aliquote de w, aura une tangente rationelle 

de 
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dc mtme que — partie aliquotc dc Done t($ y tw, ne ferom 

point premieres. Ce qui etanr conrre Hiypothefe, il eft clair que les 
arcs w, <p, ne (auroient etre coinmenfurables entre eux. 

§. 64. /! Tmji tous les arcs des tangentes premieres font wcvtn - 

menfurables entre eux. Car, par 1 c (heoreme precedent, ils le font deux 
a deux, combines d’une facon quelconque. 


§. 6 y . Vise tangent e rattoneUe quelccnque , qui ne fait pas pre- 
miere , riant propofe , je dis que fan arc fra un multiple de celui d’une 
tangente premiere . Car certe tangente, toute rationellc qu’elle eft, 
n’&ant point premiere , ce ne peut etre que parce qu*il y a dcs par- 
ties aliquotes de fbn arc , dont les tangentes fbient rationales. Soient 

k) (0 0) U) 

ces parties aliquotes — , — , — , — &c. dont le nombre eft pole 

m n p q r 

comme erant fini. Or, comme nous les prenons routes, il faut cue 
celle qui eft la commune mefure de routes Jes autres s’y trouve auffi, 
tandis que par le §. 59 . fa tangente eft parcillemem rationale. Qu’el- 

le foit — , je dis que tang — ell premiere. Car, fi elle n’eroit pas 

premiere, les tangentes de quelques unes des parties aliquotes de 

^ ftroienr rationales. Or ces parties aliquotes dc ^ etant 

egalement parties aliquotes de fare propofe w, il eft clair qu’elks ft- 

roient deja comprifes dans les parties aliquotes , — , ~ - - - - 

Ttl fi p 

W , Ct> 

— , & que par consequent — feroit pareillement leur plus grande com- 
mune mefure. Ainfi ~ ftroit mefure de fes parties aliquotes. Ce 


Pp 3 


qui 
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qui etant abfurde , on voit que tang — eft premiere. Or tw eft utl 

u 

multiple de — . Done otc. 

§. 67. Voili done toutes les tangent es vationeVes ranges en 
certnines claffes. Elies font on premieres dies - mcmes, ou elles def- 
cendent, pour ainli dire, endroite ligned’une tangente premiere, parce 
qu’il n’y a que les multiples des arcs des rangentes premieres qui aient 
des tangenres tmtionelles (§. 62.). Or, s’il n’y avoir qu'une feule tan- 
gente premiere , toutes les tangenres rationelles en deriveroient, & tous 
leurs arcs feroient commenfurables entre eux. Mais il s’en faut de 
beaucoup , qu’it n’y ait qu’une feule tangente premiere, Car elle de- 
vroir erre plus petite qu’aucune quantite aftignable. Donnons lui, 
pour demontrer cela, une grandeur fin ie ~ tang Et il eft dair 
qu’it y aura des rangentes rationelles plus perites que tang Q. Si ccs 
tangemes font premieres, tang ne (era pas la feule qui foit premiere. 
Si dies ne font point premieres, dies dcrivcni d’une ou dc plufieurs 
tangenres premieres, en ce que leurs arcs feronr des multiples de ccux 
de ces rangentes premieres (§. 6 j.). Ainfi il y a plus d’une, plus de 
2, 3, 4 <5tc. tangenres premieres- Et autfi longtcms qu’on cn fuppo- 
fele nombre fini, on trouvera de la mcme maniere qu’il y en a d’a- 
vantage. Void encore unc autre maniere d'en trouver un nombre inHni. 

§.67. Soient deux tangenres premieres /ty, tQ. D'abord 
dies feront ratiunelles , & leurs arcs feront incommcnfurables entre 
cux (§. 64.)- Soient r;;, des nombres quelconques premiers entre 
eux, dt (in w -j- /; £) fera un arc incommenfurablc tant a u qua £>. 
Mats ft tangente fera rntionelle (§. 6 2. 5 3.). Or 1’arc (mu 4 - «£>) 
n’etant point multiple, ni de u m de (£, la tang (mu -f uty) fera ou 
premiere die mfime, ou elle derivera d’une tangente premiere, nccef- 
fairement difference de t w, Or, cn variant les nombres »/, w, dc 
toutes les facons poilibles, de forte qu’ils foient toujours premiers en- 
tre cux, on trouvera autant d ares (mu n$) incommcnfurables 

tant 
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rant entre eux qu’aux arcs w, & qui par confequent ne font ni 
multiples les uns ties autres, ni de w, <p. Done leurs tangentes, qui 
routes font rationelles, deriveront d’autant de tangentes premieres, 
differences les unes des autres. 

§. 6 8- VoiU done ee qui reftreint infiniment la pofHbilire de 

trouver im arc rationel, done la tangente foit egaiement raiioneile. 
Car ks arcs de routes les tangentes premiefes etant incommenfurables 
entre eux, il s’enfuit que, quand il feroit poflibJe de trouver une tan* 
gente premiere, dom fare fur commenfurable au rayon, ce feroit la 
feute, puisque les arcs de routes les autres tangenres premteres feroient 
neceirairement incommenfurables au rayon. Mais, par ce que nous 
avons vu ci-defius, encore cette feule ell exclue de la poflibilite d’a- 
voir fon arc rationel. 

69. La tangente de 1 'angle de 4s 0 etant premiere (§. ft.) 
& fe trouvanr dans ks tables trigonometriques, je remarquerai enco- 
re en forme de corollairc, que c’ell la feule tangente premiere, & en 
meme terns la feule tangenre rationellc qui s’y trouve. La raifon cn 
efl, que tous les arcs donr les tangemes font marquees dans ces ra* 
bles, font commenfurables entre eux, fans qu’il s’y trouve d'a utre mul- 
tiple de 45 que 1’angie de 90°, done la tangente eft infinie. 

§.70. J’cbferverai encore , que le cofinus d’un angle to quel- 
conque etant rationel, le cofinus d'un multiple quelconque eft pareil- 
lemenr rationel. Cetre circonftance fair, que le meme raifonneinent 
que nous avons expo fe a Regard des tangentes, pourra, a quelque 
chan gement pres, erre applique aux cofinus. On rrouvera des rc/t- 
nus premiers comme nous avons rrouve des tangentes premieres, & les 
arcs des cofinus premiers feronr pareilkment incommenfurables entre 
eux; de forte que, quand il feroit polhble de trouver un cofinus pre- 
mier dont 1’arc fur rationel, ce ne feroit encore que 1c feul qu’on 
put trouver, vuque par la meme les arcs de tous les autres cofinus pre- 
miers feroient irrationels. 

§• 7 X > 






§.71* It n’en eft pas dc mtmc des finus, parce qu’un fin w 
quelconque etanc rationed, il n’y a en general quo les/* 3 u», f J w, /70J 
6<c. qui fbieni rationcls; mais les fin 2 uj, /'4W, J6 « &c. nc le (one 
pas toujours, ii moins que cof w ne foie au(Ti rationcl , de forte que fi 
on veut encore ici trouver de$ finus premiers , il finidra s’y prendre d’u- 
ne autre fa^on , que nous nc l’avons fait 4 1 ’cgard des tangemes. 


§.72. Mais, fans my arreter, je retournerai a la fra&ioncon* 
tinucj trouvec ci- deftus 

1 


3 w — 1 

— r 

7 w — * 1 

<JW — I dec. 

* 

Nous avons VU que routes les fractions 

1 ~ 1 & c . 
w ’ 3«- 2 — i’ i5* 3 <5 w’ 

qu’elle donne , n’approchenr de la valeur dc la tangentc dc r, que par 
defaut en ce qu’cllcs fom routes plus petites que cette rangenre. Mais, 
comme il doit etre poiliblc de trouver des fra&ions femblables , qui, 
qnoique approehanres de la valeur de tang r, manquent par exces, je 
me fuis mis a en faire la recherche. Je me bornerai ici a donner cm 
core la fraftion continue , qut renferme alternativement & les unes & 

les autres. La void 


tang 
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tang v 


o -f i 


(W-0 + I 


1 t 1 

(3«'-2) + I 


1 + l 

(5W-2) j- [ 

I 


&c. 


Cette fra&ion continue a l’infini , en forte que les quoriens font 

■ o> C»— 0» >» (3W— a), i, (JW“2), i, i, ($»-*} 

I, C(2» + i) » - 2j> I &C. 

Et les fractions approchantes de la valeur de tang v , font 


T 1 

W — i ’ ’ 





1 — 3 te — i 
3 u/ z — 6 w -f i ’ 


La premiere, 3™, 5 ,ne , 7 me &c. font plus grandcs que rang t<, & 
la 2^ e , 4 ,nf , 6 ,,!e <Scc, font plus petites, (St les memes que celles que 
nous avons trouvees ci* delfus (§. 22.). Je ne m’arretcrai pas a en 
donner la demonftration , vu que cctre fraction continue pcut ctre 
trouv^e dc la m$mc maniere, que nous avons trouve celle dom nous 
nous fortunes fervi jufqu’a prefent, & qui elt beaucoup plus fimple. 
Je remarquerai done feifcmenr, que le premier quotient et3nr id — n 
on n’aura, pour i’abolir, qu’a tourncr la fraction en forte qu’elle expri* 
me la coiangeme de v y puifqu’il clt 

1 

cot v ~ . 

tang v 


Ainfi nous aurons 



Min. it rJcU Torn, xvn 


cot 
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* 


cot V 


('W — j) \ 1 


* 1 


l ± I • 

($ w — 2) + I 


1 4- 1 ■ 

■ (jxy-2) + i 

i + i 

(7W-:)+i 

I -j- &c, 

$,73. Comparons iminrenanr les quant it is tranf ententes cir- 
cttlnires oux quant it is bgaritfimiques qoi lour font analogues. Soit 
e le n ombre, dont le logariihme hyperbolique eft ~ 1 . Et on fair, 
cue fi dans les deux funes done 'nous nous femmes fervi ci defius 

(§• 40 

1 . 1 1 


fin v~ v — 


2. 3 


2.3.4. j 


I s — 


2,3.4. ?• <5.7 


cof V ~ I V 2 -f 

2 2. 3. 4 


V 


< 


2. 3. 4. y. 6 

tous les ftgnes (onr pris pofitifs, cites fe changent en 

1 - . 1 1 


v 1 -f &c. 


&c. 




v -f- v 3 -f 


e v i 


2 - 3 
1 


2. 3.4. 5 

1 


1 + v 4 -f- 

2 2. 3. 4 




t< 4 q- 


2. 3.4, y. 6.7 

1 


V 7 -f &C. 


v e -f 6cc. 


2 2 2. 3. 4 2. 3. 4. 5, 6 

Or, en rrairant ccs deux dernieres fuites de la me me maniere que 
nous avons rraird les deux premieres (§.4- & fuiv.) 1’opc ration ne 
differera que dans les lignes, qui pour le cas prefent ftronr rous no* 
fitifs. Commt on peur s’en convaincte fans peine, je n’en rapporterai 
point le detail. 11 fera done 



3°7 


i : v 


3 : v 


y : v 


§. 74. Ft comme il eft: 



7 : * - f- i 

y it/ 


1 1 :v -f- 1 

1 3 : v + &e. 


on voit qu’en faifjnr 2 v 


jc y on aura 


e* + 1 


2 ; x 


d’ou 3’on [ire 


on bica 


6 : x 


2 ; .t 


10:2- 


1 4 : x - 


6 : .r 


i o : x 


J 8 : x — |— 6to. 


1 4 • x — r~ 


2 


# 3°8 # 


t z — i r 

2 (2 :x) i -J- t 

6 : .v H- i 

10 : jr ~ 4 “ t 

1 4 ; .v i 

-f- &c. 

On vo it bien que ces exprefltons offrcnt des con feq uences femblabkv 
a cclles que nous avons deduites ci- delfus de la formule 

i 

rang v ~ 

w ■ — * i 


3xu — i 

y id - — &c. 

On rrouvera encore ici que v 3c e v , de me me que x & e* ne (eronr 
jamais dc 3 quantiles rationelles cn mOme terns. Ainfi je ne m’arrete- 
rai «tas i en fairc une deduction reiteree. II s’agtr plurut d interpreter 
les formules que nous venons d’expoftr. J’obferve done, qu'elles 
doivent avoir, a regard de l’hyperbole equilaterale, uneiignification tout 
i fait analogue a celie qu’avoit la fraction 


i 


tang v 


w 


,* u 


3 uj 3 cc. 

oar rapport au cercle. Car , outre qu’on (ait que les expreflions 

€* 
t* 

•n fdtlant u ~ vV — I, donnent les quantites circulates 

~ 2 CO f if t 

~ 2 fin v. V'—i 


v v — i , —vV— i 

£ + e 


vV—% 1 
£ + e 


* 


Mr. 




Mr. de Foacenex a encore fait voir d’une maniere rris fimple fit tres di- 
refte, comment cerre affinitfi Cc trouve en comparant enfemble ie cerclc 
fit 1 ’hyperbole equilaterale qui ont un mcrae centre 6 c un m 6 me diame- 
tre. Voiez Mifce.ll. So c jet. Taurin. Tom. I. p. tag. fuiv. 

7 j, Mais ici i! s’agit de voir jufqu’ou cette affinite peut etre 
pouflee independamment des quantites imaginaires. Soit done C ie 
centre, CH i’axc, C A le demi-diametre de I hyperpole equilaterale 
A MG & du cercle AND, CF I’sfymptote , AB perpendiculaire a 
1 ’axe, & en meme terns la tangente commune au cercle & a rhyperbole. 
Soient rirces du centre ( ' les deux droircs CM, C m y infiniment pro 
ches l’une de l’autre, fit des points d’jnter/e&ion M ,jh , \ T , foient 
abaiflees fur I’axe les ordonnees MP, mp , NQ, nq. Fnfin /bit le 
rayon AC~ i. Faifons Tangle M CA zz $ , & /oit 

pour Thyperbole pour le cerclc 

1’abfciffe CP £- - * ■ - - CQ^~ * 

I’ordonncc PM “ i) - QN “ j, 

lefegment AMCA“ u: z - -• - ANCA — v : t 

6 c il /era 

* tj y 

tang $ — — - - - - - tang $ = — , 

1 4 ») *? — ££ — »jij* cot -p i — yy “ x x ~yy . cot 

££— !—»!») = ££-tang<p a -j- t xx — yy —xx tang % 

CM*zr:|* +t} 2 ~p(tttang^>*)> CN 2 ~x s F y*“ar a (i F*<p a ), 


Done 
F d u 

+ ^ = 


I F 

1 — t( p 2 
* 0$)=: 

1 _ 
Jt * . i. iv 

_ i F t$ 2 
* » + — '' 

- d(p — —iiP— 

i f 

_ 1 0 . dt $ 

I-rCpa 

- « J Jt “ 

(i — J:»* 


” ( i f * $) 5 72 1 

iftQ 

, J- /iv 


(i — r<p 9 ) 3 :3 " 

* *|j T " J - 

(i F *©) 1 8 *’ 


03 3 

$= 
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t - L. 




I ‘ ? 

5 “ V (1 - 

! 

** 
*» 1 

1 

1 

1 

v * 

« , 

y c 1 h- 1 * 

t 

P 



^ © 

’ — 1/(1- 

Donc 

—iV) ' ’ ' 



VO+^'j’ ■ 

4 

; d\ : du z 

Z J} - 

* 

— dx : 

dv zz y> 

— J— dfj : du ~ 

= «-•-- 


— ] — d y : 

dv ZZ 

"4“ d% ZZ di\ 

. tang 0 - 

V 

dx : 

dy zz tang 0. 


?6. Commc Tangle 0 eft lc meme pour f hyperbole & 
pour ie cercle, il fuit des deux dcrnieres Equations qu’il cit 

tang 0 ZZ d£ : <Aj — — dx : dy — tj ; £ — y ; x. 

Ainli !es angles M m p , N;/^ ? font egaux. Cc qui donne 

M m : yin ZZZ d£ : — * dx ~ dj) : dy. 

Et tes triangles caracteriftiques Mmfj., X/;y, font femblables. Enfin, 
comme il elt C nq m C ////, & yinq zz M m p , il fera Cwy 4- N//,/ 
" C w p -j- M txp ZZ 90 °. Tiranc done la normale m\\ il {era 
\mq -f M mq ZZ 90°, done V mq zz C.wq. AinH la normale 
m\ prolongec jufqu’a l axc AO, eft egale a Cot, tout comme dans 
le cercle la normale Qn elt egale a C;;. Voila done furquoi fe fonde 
tout ce qu’il y a de reel dans les comparisons qu on a fades eurre le 
cercle 6c f hyperbole, 

§. 77, Enfuirc, fipour Thyperbole on veur exprimer £, i], p3r 
on trouvera aifement, qu : en emploiant des fuites infinies leur for- 
me doit etre 

f “ 1 -4- Ah 1 -4- Uu* -4- Cu* -4- 6cc. 

>] zz it u -4- bu 3 —l - ci/ 5 *4~ du 7 -4“ &c. 

Car, en fa if ant n zz o, on a ^ “ 1 , r t ~ o. I)e plus, en prenant u 
infinimcnt petite, £ crelrra comme r/ 2 , 6t »] croitra comme «, parce- 
que Tangle en A elt droit , 6t le rayon oiculatcur de Thyperbole en 

A 
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A eft “ A C. Enfin, en prcnant u negative, comes les valeurs de £ 
feront Jes merries que pour les u poCrives, d’ou il fair, que l’abfciiie 
£ doit etre exprimce par des dimenfions paires de u. Ec en prenant u 
negative , les va!eurs de jj feront les memes, .mais negatives. Done jj 
doit etre exprimee par des dimenfions impaires de u. II ne refte done 
plus que de determiner les coefiiciens. C’eft a quoi nous ferviront 
les deux fonnules trouvees ci • deltus 

d'Z : du — »j, 

dri : du ~ £. 

On aura done, en differentiant la premiere fuire 


<^£ : </« rr 2 A « -f- 4 B« 3 -f 6 C « 5 -f- - \ ft . Ms ** 1 

qui doit etre “ ij, done 

d£ : du “ au — J— bu 3 -4- cu 5 -f + T7J , u^~~ l 


Done , en comparanf les eermes 

:A z d, 

4B = h 
6C — c, 

6<,c. 

pM “ m. 

Mais, en differentiant ij, ii doit encore etre dri : Ju £ , done 


th) : du — a -J- 3 bu* -f sra 4 + (p — i) . mu* 1 


Done, en comparsnr les termes 

a — i, 

3^ — A, 

5 c ~ B» 

&c. 

(ft - l) w Z L 

Moien- 
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Moycnnant ces Equations on aura 


a 

A 




B 


: ** 
: 

* f c 

&c. 


2 - 3 

i 


* 


2. 1. 4 

I 

2.3.4. s 1 

I 

2. 3. 4. s.6* 


m 


M 


(f* — 0 
1 

— , m ~ 


2.3.4* * - - (#* — 0 1 

1 

* ft* 


2. 3. 4 - * - * 


Ainft il fcra 


£ 


♦) 


H 


» 




2. 3.4 

1 


2. 3. 4. 5. 6 

I 


u 


9 


< 5 cc. 


K ? 7 +- <5cc. 


a. 3 ^' 3 , 4 , 5 , “ , 7 

Voita done l’abfcifle & 1’ordonnee *j, exprimees par la letirc a, qui 
clt Ic double de I’aire du fegmenr hyperbolique AMCA, Or on fgaic 
que ft au lieu de a, on prend a, qui eft 1c double du fegmenr circu- 
laireANCA, I’abfafler, & 1'ordonnee y, circulates 1 unc dcl’autre, font 


v 


2. 3. 4 
1 


V 


V 


2.3 


2. 3- 4. 5 


2 . 3 * 4 - 5 * ^ 
1 

2. 3.4.J. 6.7 


0 s -+-&c. 


— f- &c. 

deux 



# in # 


deux fuites, qui pour :a forme ne different dcs deux prdeedente* que 
par le changcment alternarif des ijgnes.. 


§. 78* Et commc il eft .73.) 


t * + <?' 

2 

e % — 


1 4- - - u 

2 


» + 


2. 3 


U 


2 . 3. 4 

I 


U 


2. 3 4 S 


u 


on voit qu’il fera 


6 


t % - 4 - c*. 


&c. 


&c. 


& que par confiiqucnt ces quantitfe expriment rabfeiffe £ 
l'ordonnee i\ “ PM de fhyperbole. 


CP, & 


75. Er comme il eft i\ : £ 

qu’il fera 


tang $t, on voit encore 


* n 


tang $ 
done par Ie §. 81. 


tang 


- » 1 


1 : u 


3 ; // 


5 ; u | - 1 


Et comme la m£m© tangenre eft aufit 


7 : u 


9 : *r=~f- &c 


Mm. de (Acad, Tom, XYH. 


Rr 


tang 



rang v “ rang (p 
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t 

1 : v — 1 

3 : v 1 

j : v 1 

7 : v — 1 

9 : v — &c. 

on voir qu’on trouve ccttc tangentc par ces doux fractions continues, 
qui pour la forme ne different que dans Ics figncs : il ne s’agit que 
d’cmployer u Z_T 2AMCA, quand on fe fert de la premiere, au 
lieu qu’il faur employer v~ 2 AN C A , pour avoir la meme rangen* 
re movennani la feconde. Voila done l’analogie qu’il faloii rrouver 
independammem des quantites imaginaires , & fans les y meler. 

§. 80. Maintenant nous pourrons tirer en termes tres clairs la 
tonfequcnce, que Fat re du feet eur hyperbohque AMCA, tout de me- 
me que cefle du Jlfteur circulmre AN C A repond ant , fera me quant it i 
irrationeUc on in comm cnfturable an quarre du rayon A C , 1 antes Us fait 
qu e F angle qui eft eelui que Fun zF Faut re de ces deux ft ffeurs Jar- 

me au centre C , aura une tangent e rationeUe^ & que reciproqucment 
cette tangent e fera irrationeUc toutes Us ftois que l' an de ces deux fee - 
tears fera une quantile rationelle. 

* 

§81. Ilya une confluence tout a fait fcmblable a faire a 
regard de la fraction continue 74.) 

t“ + 1 t 

2 1 — r 

2 : u + 1 

6 : n -J- 1 

iO : u 4- 1 

14: u -f > 

lit iu d &c. 


qui Cc trans forme en 
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f ’* -J- I I 

2 l +__I 

— 2 : 4 4 1 

— 6 : u + i 

— io : u &c. 

& d*oii Fon tire pour u n£gatif 

t‘* -j- i i 

a i 4- 1 

2 : « 4* 1 

6 : u j- i 

IO : u -|~ i 

1 4 : u -f &c. 

Ces fra£lions nous font connoitre d quel point 1' irrationality du now* 
bre e “ 2,7*828 * 828459045 235 36o**8 - - - - eft tv aufc end elite , 
en ce qu (incline de fes (lignites ni aucune de fes racincs neft ratiomllc. Car 
u Sc e H ne fauroit 6tre en mSme terns one quanrire rarionelle. Or u 
etant le logarithme hyperbolique de e" , ii senfiiit, que tout logarith- 
ms hyperbolique rations l eft celui d'un mmbre irrationcl , & que rcci- 
proquement tout nombre rations! a un logarithms hyperbolique irr.it lotitL 

§. 82. Mats voyons encore ce que e m & r*“, fignifient dans 
la figure. Rerournoos pour ccr effet au J. 78. ou nous rrouverons 
les deux formules 



e u . — . r * 

*1 = — ; » 


done en prenant la fomme & la difference, il fera 

** = l -t- *1, 

I — * 

Mai* 


Rr 2 



# 3*6 # 

'•* T 

Mais les afymtorcs CF, CS, formant enrre elles un angle droit, que 
l’axe C H coupe en deux parties 6gales , il fera 

| zz: CP — PS — PR, 

ij ZZ PM, 

done 

J H- ? = SM, 

| — i) = MR, 

& partant 

t* “ SM, 
e" — MR,- 

d’ou Ton voit cn meme terns qu’il eft 

e" . f* ZH SM .MR ZZ X. 

On voit dc plus , que tandis qu’il eft 

e ■ = SM, 

MR, 


• A B zz i, 

il fera , en prenant les logarithms, ’ 


u 


, SM 
100 ' — 
D AB 


log 


AB 

MR 


Er comme e ", ne fauroient etre rationelles en meme terns, on voit 
qu’il en eft de meme a regard de l’aire du fteleur AMCA~{«j & 
des ordonnees SM, MR. 

§.53. Nous avons encore (§, 75.) la difftrcniielle 

d tang <p 


du 




z > 


dont 1 ’in reg rale ft trouve etre 
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2 U 


ou bien 


2 u 


w 1 + ' P 

° I — tp 


log. tang. C45 0 + <B) ~ 1 - tang S C M, 


— log 


— tp 


1. tang (4*5 0 — p) 1. tang 


2 u 


log 


1 + tp 

Retenons la premiere de ces formules 

( ' ± ‘ VS 

Vi — 

& elle nous mctrraenetatde rerrouver encore a 1’egard des fefteurs hy- 
perboliques re que nous avons vu etre tangent e premiere a l’egard tks 
fecleurs circulates. Voici comment. 

§. 84. Canfiderous d’abord que le fefteur hvperbolique 
AMC A croit avec 1’angle 0 ~ MC A, de forte qu’il devient infini, 
lorsque p “ 4 j °. II eft done clair qu’un de ces fo&eurs etant don- 
n£ , on peut trouver d’autres , qui en foient dcs multiples quelconques, 
& dcs parties quelconques , ou qui le farpaffont d’une quanritd quel- 
conque. Or it chacun de ces fedcurs il repond un angle MCF, par 
lequel il eft form^, & la rangeme de cet angle dant ~ tp, le fedeur 
~ | u , nous venons de voir qu’il eft 

log L 


2 u 


tp 


$. 8y. Soienr done trois focteurs { «, \ u' y \ a", tels que le 
troifieme foit la fomme des deux premiers. Soient de pics le$ angles 


r£pondans p , p\ P 11 * E 

log 


2 a 


2 u‘ 


log 


%vf l — log 


it fora 


tP 


I — 

- tp> 

1 — 

h tp f 

I “ 

- tp n 

I J 

h tpl* 


tip 41 

Rr 3 


Com- 
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Comme done il doit etre 


* n< 

•j « 


il fora Egalement 

, i ~h tty' . 

° s j — f( p// ■ 

ce qui donne 

r ~f- /0 ;/ 


i*' 




log 


i ■ ' ! ■ t (j/ 

>0? 




log 


t* 


I -H /$* 


/$ 




f(p' 


/© 

/if) 


tQ 


tty 


d’oii il fuit 

t(h n ~ j, 

^ 1+/$. tty 1 

& reciproquement pour la difference 

_ tty' — . t$ 


tp f 


/<p . tp 


// 


Ces deux formules nc different qu’a 1 egard des fignes de celles qu'on 
wouve pour les fe&eurs, ou les arcs circulaires, & elles nous laiflent 
egalement conclure, que fi les tangentes qui ripondent a deux fe&euvs 
hyperboliqnes y font rationales , les tangentes qui ripondent an Je&eur 
egal d In femme cjf la difference df t ces deux feSleurs front p/irctllement 
rationelles . 

§. 86. Cette feule proportion fuffir pour faire voir que tout 
ce que nous avons dir ci- deffus (§. j2---7 i.)a Pegard du cercle, 
s’apphquera egalement a Phyperbole. On n’a qu’a fe ffrvir d’une fa- 
con abregee de parler, cn nommant tan gent e d 'un fe£ieur hyperbohque 
queleonque A CM A, la rangente de Tangle ACM, qui eft — AT, 
le rayon AC etant pole — i. Enfuite il faut obferver que tous tes 
Ic&eurs dom il s’agic ici, doivent avoir l’axe AC pour leur com- 
mun commencement , comme Pont les feefeurs MCAM, m C A m. 
Ainfin. ex. le feiteur «iCM nc touchant point a Paxc, il faut lui en 

Tub- 
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fubftitucr un autre qui lut foit £gal , & qui foit comigu a 1 ’axe A C, 
lorsqu’on veut avoir i’angle £ & la tangeme qui lui r^pond. On voir 
bien que cette remarque n’etoit point neccflfaire lorsqu’il s’agtflbit du 
cercle, parce que chaquc diametre du cercle peut etre regarde 
commc axe. 

§, 87. C*eft done dans ce fens, que jo dirai que V hyperbole a 
une infinite de tan gent cs premieres , que les feel ears de t antes ces tan gen- 
tes premieres font incommenfurables entre eux tf ei /'unite , que la tan- 
gent e fun f ft cur it ant premiere , il 11 yn que les tangent es des multiples 
de ce ffteur qui foient rationd/es : Que toute tangente rationel/e eft 

ou premiere e/lc- tne'me , ou fan fefteur eft un multiple fun ffteur dont la 
tangente eft premiere. &c. Comme la demonlirarion de ces theorc- 
mes ne feroitqu’une repetition decelles que j’ai donnees pourle cercle, 
je les omettrai d’autant plus que je ne rapporre ces theoremes, que 
pour faire voir encore en ce point l'analogie qu’it y a enrre lc cercle & 
i’hyperbole £quilateraie. 

$. 88. Comparons encore en&mble le (efteur circulaire 
ANC A , & le fetteur hyperbolique A MCA. Mr. de Foncenex , dans 
le Memoir e cit^ ci*deflus (§. 74.) a fait voir, qu’en employant les 
quantires imaginaires , ces deux fefleurs fe trouvent etre dans lc rap- 
port de 1 a V “ 1 1 qui e(t puremenr imagmaire. Or voions quel 
(era lc rapport reel ? C’eft ce que nous trouverons en exprimant fun 
de ces feiteurs par fautre. Pour eet effer nous employerons les 
deux (bites 

V ZZ ttp -f- * jt$> 7 “ 4 ~ &c. 

t(p ZZ V i « 3 -f- fs u * fls u 7 -4- &C. 

qu’on rrouve facilemenr moyennant les formules differentieiles donnees 
ci-deflus (§. 75-)- Subflituant done la valeur de la feconde de ces 
fuites dans la premiere, on aura, toute reduction faire, 

“ U — j— — f- &C. 


V 
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& reciproquemenc .... 

u — v ~\~ l-v 3 4 -. tv* - 4 - 4 - &c. 

Ces deux fuitcs ne different que par rapport aux figncs , lcs coefli- 
ciens St lcs cxpofans etant lcs mSmcs. Si dans la premiere dc ces 
fuites on pofe 

U ZZ vV — I, 

on trouve 

V “ y — i . (v - 4 - I V 3 -f- fv s - 4 - See.) 

ce qui veut dire 

v ZZ u Y — r. 

* 

Done , troyennant un fefteur hyperbolique imaginaire, on trouve un 
fecteur circulairc imaginaire, St reciproqucment. 


• S9* Tout ce que je viens de faire voir fur !cs quantity 

tranfeendentes circulates Sc logavitbiniques , paroit otre fonde fl*r des 
principes beaucoup plus univerfels, mais qui ne fbnr pas encore affez 
dcvtloppes. \ r oici cependanr ce qui pourra fervir a en donner qucl- 
qne idee, 11 ne fuffit pas d’avoir trouve que ccs quamires rranf- 
ccndentcs font irrationellcs , e’eft a dire incommcnfurables a 1 ’unite. 


Cette propriete ne leur eft pas unique. Car, outre qu'il y a des 
quautites irrationelles qu’on pourra former au hazard, St qui par U me- 


me ne font gueres du refTort de J’analyfe , il y en a encore une infinite 
d’autres qu’on r.omme nlgchiques: Sc relies font toutes lcs quant ties 
iii.ithue!lis radicaits , comme Vs, V 3 , p'4 See. V (2 4 V 3) Sic. 
ct touies lcs raciucs irrationellcs des Equations algfbfiques , comme p. 


ex. cedes des equations 


o — xx — — qx ~f— I, 

o “ x 3 5 x I , 

See. 


Je 
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Je nomnierai les unes & les autres quantity ir rationales rad teaks , & 
VOici ie theoreme , que je crois pouvoir etre demontre. 


§. 90. Je dis done qu'aucune quantity tranfeendente eirculaire 
& logarithm ique ne fauroit ctre exprimee par quelque quantity irratio- 
neile radio ale , qui ft rapport e a la mime unite y £/ dans laquclU il ifm- 
tre aueune quantile tranfeendente. Ce theoreme femLle devoir dtre 
demontre de ce que les quantiles tranfccnder.tes dependent de 


ou I’expofant eft variable, au lieu quo les quantires radicales fuppo* 
fent dcs expofans conftans. Ainfi p. ex, un arc de cercie etant ra- 
tioncl ou commenfurab'c au rayon, fa rangenre, que nous avons vu 
etre irrationclle , ne fauroit cere unc racine quarree de quelque quart* 
tite rationellc. Car foie fare propofe ~ to, & radons'* tang 
w ~ y a, nous aurons 

f U)* I cof 2 W 

tM 2 — ~r ~7 — 1 r — 17 1 

cof (AJ- 1 — {— COi 2 W 


d’ou il fuit 


cof 2!t) ” 

i 


i — a 

1 — 1 — a 


or cette quantite ^cant ration cite, il s’enfuir que 1’arc 2 :o eft irrario- 
ncl, ce qui etant contre l’liypothcfe , il eft clair qu’en faifant tang 
'n ” V‘ r, la quantity a ne fauroit etre rationale, de que parranr la 
rangenre d’un arc racioncl quelconque n eft point une racine quarree 
de quelque quantite rationellc. 


§. 91. Ce theorems etant une fois demontre dans route fon 
univerfalite , il s’cnfuivra que la circor: Terence du cercle ne pouvant 
etre exprimee par quelque quantiti radicale , ni par quelque quantite 
rationellc , il n’y aura pas moicn dc la determiner par quelque con- 
itruftion geomerrique. Car tout ce qu’on peut conftruire geomeiri* 
.AUtu. tit VActui. Tom. XV U* Ss qus- 
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quomcnt revient aux quantites rationelles 6c radio ales; & ils’en faut 
menie de beaucoup queccs dcrnicres puifient indifferemmenterrecon- 
ltruitcs. On voit bien qu’il en fera de memc de rous les arcs de cer- 
cles dont la longueur ou les deux points extremes font donnds, foit par 
dcs quantites rationelleSj foit par des quantitds radicales. Car, li la lon- 
gueur de Pare eft donnee, il faudra trouver fesdeux poinrs extremes, en 
y employant la corde, le finus, la tangente, ou quelquc autre ligne 
dreire qui, pour pouvoir £tre conftruite, (era toujours dependante ou 
rcduilible a une des lignes que je viens de nommer, Mais Ja longueur 
dc.i'arc etanr donnee par dcs quantiles rationelles ou radicales, ces li- 
gnes feront iranfeendentes, St par tememe irr£duCibles a queique quan- 
tise rationellc ou radicale. II en fera de mSme fi les deux points ex- 
tremes de i’arc font donnes, j’entens par des quanritls rationelles ou 
radicales. Car, dans ce cas, la longueur de 1’arc fera une quantity 
tranfceruknte : ce qui veut dire irreducible a quelque quantity rationel- 
le ou radicale, 6c par la c!le n’admet aucune conftruCion 

g£om6trique. 





